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Uvod
Opc´e je poznato da je Europa vec´inu starogrcˇkih matematicˇkih otkric´a saznala upravo
preko Arapa. Starogrcˇka matematika je u Europu stigla zaobilaznim putem preko Sˇpanjolske
koja je bila u sastavu arapskog kalifata. Takoder, mnoga starogrcˇka djela sacˇuvana su samo
u arapskom prijevodu. No, iako mnogi smatraju da su doprinosi arapskog podrucˇja mate-
matici samo prevodenje i prijenos podataka koje su ranije otkrili stari Grci ili Indijci, to
nije tocˇno. Dapacˇe, danasˇnja matematika je mnogo slicˇnija arapskoj nego starogrcˇkoj.
Nakon sˇto je 622. godine Muhamed sa svojim pristasˇama pobjegao iz Meke u Medinu,
utemeljio je novu vjeru, islam, koju su prihvatila nomadska arapska plemena. U sljedec´ih
nekoliko stoljec´a, Muhamedovi nasljednici osvajaju velike teritorije i osnivaju islamsko
carstvo koje nazivaju kalifat. Na vrhuncu svoje moc´i kalifat je zauzimao podrucˇja od Pi-
rinejskog poluotoka, preko sjeverne Afrike pa sve do granica Indije na istoku. Sluzˇbeni
jezik kalifata je bio arapski, pa se zato cˇesto matematika tog vremena i podrucˇja naziva
arapskom. Pravilnije bi je bilo nazvati srednjvjekovnom matematikom islamskog svijeta,
jer se zapravo radi o znanstvenicima razlicˇitih naroda i vjera koji su pisali arapskim jezi-
kom. Arapski kalifat nestaje nakon mongolskih osvajanja u 13. stoljec´u.
Grad Bagdad je osnovan 762. godine te su kalifi koji su ondje vladali podupirali ra-
zvoj znanosti. Kalif Harun al-Rashid, koji je vladao od 786. godine pa sve do svoje smrti
809. godine, je bio veliki poticatelj razvijanja znanosti te prevodenja grcˇkih znanstvenih
djela, kao sˇto su primjerice Euklidov Elementi, na arapski jezik. Takoder, al-Rashid je dao
ideju za osnivanje Kuc´e mudrosti (arapski: Bayt al-Hikma) u Bagdadu. Konacˇno ju je os-
novao njegov sin, kalif al-Ma’mun koji je vladao od 813. do 833. godine. Al-Ma’mun je u
Kuc´u mudrosti pozvao brojne matematicˇare, astronome, astrologe, pjesnike i prevoditelje.
Prijevode nisu mogli pisati prevoditelji bez matematicˇkog znanja, pa su prijevodi bili vrlo
kvalitetni. Vrlo brzo nakon osnivanja Kuc´e mudrosti prevedena su brojna djela Euklida,
Arhimeda, Apolonija, Ptolomeja i drugih starogrcˇkih matematicˇara.
Danas je uobicˇajeno matematiku koja je nastala u navedenom razdoblju nazivati ”arap-
skom”. Iako smo takav naziv i mi prihvatili i koristimo ga u ovom radu, zˇelimo istaknuti da
nije sasvim pravilan. Naime, radi se o matematicˇkim doprinosima znanstvenika razlicˇitih
nacija i vjera, a jedino stvarno zajednicˇko im je da su pisani arapskim jezikom u razob-
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lju 8. –13. stoljec´a. No ipak, umjesto preciznijeg naziva ”matematika srednjevjekovnog
islamskog svijeta” (ili arapskog kalifata), govorit c´emo o arapskoj matematici. U ovom
diplomskom radu odlucˇili smo arapski doprinos matematici opisati kronolosˇki navodec´i
najistaknutije matematicˇare, zbog laksˇeg odredivanja redoslijeda njihovih otkric´a i dopri-
nosa. Diplomski rad se sastoji od tri poglavlja. U prvom poglavlju bit c´e rijecˇ o vjerojatno
najpoznatijem arapskom doprinosu matematici, arapskim brojkama. U drugom poglav-
lju biti c´e navedeni najvazˇniji arapski matematicˇari s kratkim biografijama te doprinosima
matematici. U posljednjem poglavlju arapski doprinosi matematici biti c´e povezani s os-
novnosˇkolskim i srednjosˇkolskim programom matematike.
Napominjemo da u doba djelovanja arapskih matematicˇara nije bila razvijena alge-
barska notacija, ali c´e se u ovom radu radi laksˇeg prac´enja koristiti suvremena notacija.
Takoder, za navodenje arapskih rijecˇi i imena koristiti c´e se engleska transkripcija, a nave-
deni citati su prijevodi engleskih prijevoda arapskih tekstova.
Poglavlje 1
Arapske brojke
Brojke koje danas koristimo u svakodnevnom zˇivotu nazivamo arapskim brojkama. Arap-
skim brojkama nazivamo brojeve zapisane pomoc´u sljedec´ih deset znamenaka: 0 (nula), 1
(jedan), 2 (dva), 3 (tri), 4 (cˇetiri), 5 (pet), 6 (sˇest), 7 (sedam), 8 (osam), 9 (devet). Manje
je poznato da su te brojke zapravo preuzete od Indijaca te su kasnije uz manje modifikacije
preko Arapa stigle u Europu.
U doba pocˇetka arapskih osvajanja Egipta, Sirije i Mezopotamije, za zapisivanje bro-
jeva vec´inom se koristio grcˇki alfabetski brojevni sustav. Po uzoru na taj brojevni sustav,
vjerojatno u 7. stoljec´u ili ranije, razvio se i arapski alfabetski brojevni sustav koji za prikaz
jedinica, desetica i stotica te broja tisuc´u koristi slova arapskog alfabeta. Arapski alfabetski
brojevni sustav cˇesto se naziva abjad, prema kraticama prvih cˇetiriju slova koja oznacˇavaju
jedinice (alif, ba, jim, dal). Postoje dvije inacˇice arapskog alfabetskog brojevnog sustava
s obzirom na vrijednosti znamenki: istocˇna (Slika 1.1.), koju su koristili Arapi istoka, i
zapadna koju su vec´inom koristili Arapi sjeverne Afrike i Sˇpanjolske.
Slika 1.1: Arapski alfabetski brojevni sustav, istocˇna inacˇica (slika preuzeta iz [6)
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Arapi tijekom 9. stoljec´a umjesto alfabetskog brojevnog sustava pocˇinju koristiti pozi-
cijski brojevni sustav preuzet od Indijaca. U tome sustavu, za razliku od abjada, znamenke
se pisˇu s lijeva na desno pocˇevsˇi od onih koje predstavljaju visˇe potencije baze, po uzoru
na indijski nacˇin zapisivanja. Takoder, vazˇno je napomenuti da je sustav sadrzˇavao nulu
koja se oznacˇavala tocˇkom ili kruzˇic´em.
Na pocˇetku su se u raznim djelovima arapskog svijeta koristile razne inacˇice pojedi-
nih znamenaka, ali su se s vremenom ustalile dvije vrste arapskih brojki. Kao i alfabetski
brojevni sustav i ovaj je imao istocˇnu i zapadnu inacˇicu. Istocˇna inacˇica koristila se na
prostoru Egipta, Sirije, Turske i Perzije te se i danas koristi u bliskoisticˇnim arapskim zem-
ljama. Njene suvremene znamenke mozˇemo vidjeti na Slici 1.2.. Zapadna inacˇica koristila
se u Sjevernoj Africi i maurskoj Sˇpanjolskoj, a upravo se iz nje razvio nasˇ danasˇnji bro-
jevni sustav. Tu zapadnu inacˇicu brojki Arapi su nazivali haruf al gubar, sˇto bi u prijevodu
znacˇilo pjesˇcˇane brojke (Slika 1.3.).
Slika 1.2: Istocˇna inacˇica znamenki arapskog pozicijskog sustava (slika preuzeta iz [6)
Slika 1.3: Zapadna inacˇica znamenki arapskog pozicijskog sustava (slika preuzeta iz [6)
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Cˇesto mozˇemo procˇitati da je s arapskim brojkama prvi Europu upoznao Fibonacci
tijekom 13. stoljec´a, no to nije potpuno tocˇno. Arapi su Sˇpanjolsku zauzeli josˇ tijekom
8. stoljec´a pa su ondje bila poznata sva arapska matematicˇka dostignuc´a. Arapske brojke
Sˇpanjolcima su bile poznate od 10. stoljec´a, no kako to tada nije imalo utjecaj na ostatak
Europe, obicˇno se ne uzima kao pocˇetak uporabe indoarapskih brojki u Europi.
U drugoj polovici 10. stoljec´a Gerbert iz Aurrilaca, kasniji papa Silvestar II., studirao
je u Sˇpanjolskoj te vjerojatno od Arapa upoznao zapadnu inacˇicu arapskih brojki. Kasnije
je pisao o njima i zagovarao njihovo korisˇtenje.
Pravo sˇirenje arapskih brojki Europom pocˇelo je 1202. godine kada je Leonardo iz Pise,
poznat kao Fibonacci, napisao knjigu Liber Abbaci (Knjiga o racˇunanju). Fibonacci je od
malih nogu s ocem putovao u Bugiju (danasˇnji Alzˇir), Egipat, Siriju, Grcˇku i Siciliju gdje
se upoznao s matematicˇkim spisima Arapa, Indijaca, Pitagorejaca i drugih. U knjizi Liber
Abbaci opisao je devet znamenaka i znak za nulu. Takoder, opisuje postupke racˇunskih
operacija korisˇtenjem pozicijskog zapisa arapskim brojkama. Ta je knjiga imala bitan utje-
caj na dalji razvoj matematike u Europi, a ujedno je jedan od vrhunaca srednjovjekovne
europske matematike.
Bez obzira na zapise Gerberta, Fibonaccija i drugih, do 16. stoljec´a arapske brojke
koristio je vrlo mali broj ljudi. Zanimljivo, krajem 14. stoljec´a u gradu-drzˇavi Firenzi izdani
su zakoni protiv uporabe arapskih brojki zbog bankovnih krivotvorenja (lako se moglo
prepraviti 0 u 6 ili 9). Pojavom prvih tiskanih knjiga s arapskim brojkama te pojavom
prvih novcˇanica s arapskim brojkama na njima, u 16. stoljec´u pocˇele su ih ucˇiti i prihvac´ati
sˇire mase.
Zanimljivo je istaknuti da su Arapi bili puni posˇtovanja prema indijskim ucˇiteljima te
su svugdje isticali da je tu rijecˇ o indijskom, a ne njihovom pronalasku. No unatocˇ velikoj
zasluzi Indijaca te se brojke rijetko nazivaju indo-arapskim.
Poglavlje 2
Arapski matematicˇari
2.1 Al-Khwarizmi
Prvi veliki arapski matematicˇar al-Khwarizmi, punim imenom Abu Abdallah Muhammad
ibn Musa al-Khwarizmi, zˇivo je od oko 780. do 850. godine. Roden je u gradu Khwarezmu
(danasˇnjoj Hivi u Uzbekistanu). U svojim djelima pisao je o algebri, geometriji i astrono-
miji. Iscrtavajuc´i kruzˇnice u pijesku, poput Arhimeda, al-Khwarizmi je odlucˇio da mora
napustiti roditeljski dom te posjetiti velike gradove i njihove biblioteke gdje c´e se upoznati
s mnogim grcˇkim i indijskim djelima.
Slika 2.1: Al-Khwarizmi na posˇtanskoj marki (slika preuzeta s Wikipedije)
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Prvo je odlucˇio otic´i u Damask gdje je ostao cˇetiri godine. Tamo ga je jedan krsˇc´anski
svec´enik naucˇio grcˇki jezik, a upoznao je i indijske metode racˇunanja zvane Sindhind. Te
metode racˇunanja odnosile su se na kretanje zvijezda te jednadzˇbe u kojima se upotreblja-
vaju sinus i kosinus.
Nakon Damaska al-Khwarizmi je boravio u Harranu. Tamosˇnji stanovnici nisu vjero-
vali indijskoj nauci vec´ su bili vjerni svojoj tradiciji koju su nadopunjavali grcˇkim sazna-
njima. Al-Khwarizmi je zatim odlucˇio da je vrijeme da ode u Bagdad.
U Bagdadu se prijavio na ispit za ulazak medu odabrane naucˇnike dvora kalifa Ha-
runa al-Rasˇida. Ispitu su prisustvovali al-Tabari i al-Fadl ibn Naubaht te mu je postavljen
sljedec´i zadatak:
Jedan cˇovjek ostavi poslije smrti po jedan dio bogatstva svakome od svoja cˇetiri sina,
a jednom drugom cˇovjeku – onoliko koliko svaki od njegovih sinova dobije, i josˇ cˇetvrtinu
toga sˇto ostaje od trec´ine kapitala umanjene za jedan dio i josˇ jedan dirham1. Koliko svaki
dobije od tog bogatstva?
Za rjesˇavanje tog zadatka al-Khwarizmi je dobio sedam dana, a za to vrijeme je imao
najbolji smjesˇtaj i hranu. Rjesˇenje zadatka znao je odmah jer se boravec´i u Damasku
zainteresirao za probleme naslijedivanja koji u to vrijeme nisu bili od velikog znacˇaja u
njegovom rodnom gradu. Nakon toga al-Khwarizmi je primljen medu odabrane naucˇnike
kalifova dvora. Zanimljivo je da c´e se al-Khwarzmi kasnije sjetiti ovog problema te ga sa
svojim rjesˇenjem zapisati u svoju knjigu Hisab al-Jabr w-al-Muqabala (Algebra).
Ubrzo nakon dolaska na dvor kalifa Haruna al-Rasˇida, al-Khwarizmi je prisustvovao
brojnim zabavama gdje je bio u drusˇtvu drugih poznatih matematicˇara i astrologa. Tim
zabavama matematicˇari i astrolozi su bili obavezni prisustvovati. Noc´i je al-Khwarizmi
provodio u zvjezdarnici gdje je proucˇavao konstelacije i usporedivao ih s tablicama koje
je skupio Al-Fazari2. U suradnji sa svojim pomoc´nicima al-Khwarizmi je sastavio prve
arapske astronomske tablice.
Nakon dolaska na prijestolje velikog zaljubljenika u znanost, kalifa al-Ma’muna (813.),
al-Khwarizmi je radec´i u Kuc´i mudrosti pokusˇavao objediniti indijsku astronomiju i mate-
matiku s grcˇkom. Prema al-Khwarizmiju, Grci su iznosili puno teorije, ali ih nije zanimala
matematicˇka primjena, dok su Indijci bili fokusirani na jedan problem i nisu povezivali visˇe
problema. Vrijedi spomenuti da c´e upravo kombiniranje grcˇkog deduktivno-logicˇkog (te-
orijskog) pristupa i indijskog prakticˇnog pristupa postati znacˇajan arapski doprinos razvoju
matematike.
U Kuc´i mudrosti na mjestu glavnog bibliotekara al-Khwarizmi je naslijedio al-Fazarija
te je na toj duzˇnosti ostao do svoje smrti. Ako se po strani ostave djela koja su ga proslavila,
valja napomenuti da je al-Khwarizmi dao doprinos i na drugim podrucˇjima. Primjerice,
1Dirham ili dirhem, uz dinar i fils jedna od tri najvazˇnije valute srednjevjekovnog islamskog svijeta. I
danas se koristi kao valuta nekih zemalja arapskog svijeta.
2Muhammad ibn Ibrahim al-Fazari, arapski filozof, matematicˇar i astronom.
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mnogim je gradevinama dao proracˇune velikih lukova, cˇinovnicima je dao prirucˇnike s
tablicama u kojima se lako vidi vrijednost robe preracˇunata iz novca u novac, a prema
Ptolemejevoj Geografiji napisao je svoju Sliku zemlje koja je u ono vrijeme sadrzˇavala
najsavrsˇeniju geografsku kartu svijeta.
U svojim je prijevodima al-Khwarizmi cˇesto susretao s problemom arapskog jezika
koji nije bio stvoren za matematiku, stoga je smisˇljao nove arapske rijecˇi za matematicˇke
pojmove. Al-Khwarizmijeva djela cˇesto su prevodena, komentirana i doradivana, a na isti
se nacˇin i on sluzˇio djelima drugih autora. Zanimljivo je pogledati kako glasi Pitagorin
poucˇak u al-Khwarizmijevom prijevodu:
Znaj da, u svakom pravokutnom trokutu, ono sˇto se dobiva mnozˇenjem dviju najkrac´ih
stranica, svake s njom samom, i tvorec´i zbroj, jednako je onom sˇto se dobije mnozˇenjem
najdulje stranice s njom samom.
Iz prethodne je formulacije vidljiv al-Khwarizmijev odmak od starogrcˇkog pristupa, u ko-
jem se pod kvadratima nad katetama odnosno hipotenuzom mislilo iskljucˇivo na njihove
povrsˇine.
Najvazˇnija al-Khwarizmijeva djela su: Hisab al-Jabr w-al-Muqabala (Algebra) i Kitab
al-Jam w-al-Tafreeq bil Hisab al-Hindi (Aritmetika). Oba djela ostala su sacˇuvana samo u
prijevodu, a naslove Algebra i Aritmetika su dobila prema matematicˇkim podrucˇjima koja
opisuju.
Slika 2.2: Pocˇetna stranica al-Khwarizmijeve Aritmetike (slika preuzeta s Wikipedije)
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Drugo djelo, koje je najvjerojatnije u 12. stoljec´u na latinski jezik preveo Adelard
of Bath3, sacˇuvano je u latinskom prijevodu pod nazivom Dixit Algorizmi (”Rekao je al-
Khwarizmi”) de numero Indorum. U njemu se objasˇnjava dekadski pozicijski brojevni
sustav i operacije u njemu. Detaljno opisujuc´i racˇunske operacije prema indijskoj metodi,
al-Khwarizmi neprestano naglasˇava kako je vazˇno nisˇta ne izostaviti. Posebno naglasˇava
da se ne smiju zaboraviti nule, prvenstveno jer poznaje ljude svog vremena koji su se ko-
ristili njegovim knjigama (naime, u to doba nula je bila josˇ daleko od opc´eprihvac´enog i
opc´epoznatog koncepta).
U ovom djelu vide se staroegipatski utjecaji jer al-Khwarizmi navodi sˇest racˇunskih
operacija. Uz zbrajanje, oduzimanje, mnozˇenje i dijeljenje, on objasˇnjava i dijeljenje s dva
(raspolavljanje) te mnozˇenje s dva (udvostrucˇavanje). U egipatskoj matematici udvostucˇavanje
i raspolavljanje je imalo vazˇnu ulogu, pogotovo kod mnozˇenja i dijeljenja velikih brojeva.
Znajuc´i da c´e ovu knjigu cˇitati pocˇetnici, al-Khwarizmi kod mnozˇenja napominje da se
prvo mora na pamet naucˇiti 1 puta 1 pa sve do 9 puta 9. Takoder, napominje da je vazˇno
znati da je n · 0 = 0 i 0 · n = 0.
Al-Khwarizmi korijene vadi koristec´i seksegezimalne razlomake, uvijek aproksima-
tivno. Na primjer:
√
2 =
√
2000000
1000
≈ 1414
1000
ili:
1 +
24
60
+
50
602
+
24
603
.
Al-Khwarizmi seksegezimalne razlomke pripisuje Indijcima, sˇto nije basˇ tocˇno jer se
oni pojavljuju tisuc´u godina ranije u sumersko-babilonskim drzˇavama. Al-Khwarizmijevi
arapski matematicˇki suvremenici zapisivali su razlomke kao zbroj razlomaka s brojnikom
jedan. Takav nacˇin prikazivaja razlomaka bio je poznat Grcima, Babiloncima, a posebno
Egipc´anima, prema cˇijem korisˇtenju tog nacˇina u 2. tisuc´ljec´u pr. Kr. takav zapis nazivamo
egipatskim razlomcima.
Najvazˇnije al-Khwarizmijevo djelo jest udzˇbenik Hisab al-Jabr w-al-Muqabala. Iz
imena udzˇbenika izvedena je rijecˇ algebra (al-jabr) pa je kasnije ovaj udzˇbenik poznat
pod nazivom Algebra. Udzˇbenik je podijeljen na tri dijela:
• algebarski dio;
• kratko poglavlje o geometriji;
• opsˇirniji dio o oporukama i nasljedivanju.
3Oko 1070.–1160., engleski ucˇenjak i jedan od najznacˇajnijih srednjevjekovnih prevodioca arapskih djela
na latinski.
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Vazˇno je napomenuti da al-Khwarizmi i u ovom djelu, kao i u Aritmetici, svoju mate-
matiku opisuje vrlo opsˇirno rijecˇima, ne koristec´i simbole.
Slika 2.3: Stranica iz al-Khwarizmijeve Algebre (slika preuzeta s Wikipedije)
Posebno je poznato kako je u ovom djelu al-Khwarizmi detaljno opisao rjesˇavanje kva-
dratnih jednadzˇbi. Prije nego se posvetimo kvadratnim jednadzˇbama kod al-Khwarizmija,
moramo objasniti njegov odnos prema negativnim i iracionalnim brojevima. U pocˇetnim
poglavljima ovog djela postoje aluzije na postojanje kvadratnih iracionalnih brojeva, ali
ih je al-Khwarizmi uglavnom izbjegavao i birao jednadzˇbe s racionalnim koeficijentima
cˇija su rjesˇenja uvijek cijeli brojevi. Takoder, al-Khwarizmi izbjegava negativne koefici-
jente, sˇto je u to doba uobicˇajeno. Naravno, i kao rjesˇenja prihvac´a samo pozitivna realna
rjesˇenja; to je pak posljedica veze sa starogrcˇkim pristupom, u kojem nepoznanica pred-
stavlja duljinu neke duzˇine.
Al-Khwarizmi je u Algebri dao klasifikaciju linearnih i kvadratnih jednadzˇbi pri cˇemu
nabraja sˇest vrsta jednadzˇbi, sˇto je posljedica izbjegavanja negativnih brojeva:
1. kvadrati su jednaki korijenima, tj. ax2 = bx;
2. kvadrati su jednaki brojevima, tj. ax2 = c;
3. korijeni su jednaki brojevima, tj. bx = c;
4. kvadrati i brojevi jednaki su korijenima, tj. ax2 + c = bx (za ovaj tip moguc´a su dva
rjesˇenja i tog je al-Khwarizmi bio svjestan);
5. kvadrati i korijeni jednaki su brojevima, tj. ax2 + bx = c;
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6. korijeni i brojevi jednaki su kvadratima, tj. bx + c = ax2.
Al-Khwarizmi je prikazao postupke rjesˇavanja spomenutih jednadzˇbi rabec´i metode
al-jabr i al-muqabala. Operacija al-jabr znacˇi nadupunjavanje, tj. dodavanje pozitivnih
cˇlanova objema stranama jednakosti jednakih onima koji su negativnih predznaka, a ope-
racija al-muqabala podrazumijeva izjednacˇavanje, tj. oduzimanje pozitivnih cˇlanova od
obiju strana jednakosti kako bi se skupili cˇlanovi iste potencije.
U daljnjem tekstu bit c´e prikazan jedan primjer primjene navedenih metoda svodenja
na zadani tip jednadzˇbe kojeg navodi al-Khwarizmi, koji u suvremenoj simbolicˇkoj notaciji
glasi:
x2 + (10 − x)2 = 58,
odnosno
2x2 + 100 − 20x = 58.
Primjenjujuc´i al-jabr al-Khwarizmi dobiva
2x2 + 100 = 58 + 20x,
potom jednadzˇbu dijeli sa 2 te primjenjuje al-muqabalu i dobiva
x2 + 21 = 10x
sˇto je jednadzˇba petog tipa.
Za rjesˇavanje kvadratnih jednadzˇbi pojedinih tipova al-Khwarizmi na primjerima poka-
zuje pravila za rjesˇavanje, a zatim daje geometrijski dokaz. Slijede dva poznata primjera.
Primjer 1. Kvadrat nepoznatog broja uvec´an za 21 deset je puta vec´i od nepoznatog broja.
Nadi korijen. (Podrazumijeva se rjesˇavanje upravo spomenute jednadzˇbe x2 + 21 = 10x.)
Al-Khwarizmijevo rjesˇenje glasi otprilike ovako: Raspolovi broj korijenova i dobit c´esˇ
5, pomnozˇi 5 sa samim sobom i od umnosˇka oduzmi 21 pa c´esˇ dobiti 4. Izracˇunaj korijen
od 4 i dobit c´esˇ 2. Oduzmi 2 od 5 i dobit c´esˇ 3, to c´e biti trazˇeni korijen. Ili pribroji 2 broju
5 i dobit c´esˇ 7, takoder trazˇeni korijen.
Primjer 2. Kvadrat i deset korijenova jednako je 39. Nadi korijen. (Podrazumijeva se
rjesˇavanje jednadzˇbe x2 + 10x = 39.)
Za rjesˇavanje se promatra kvadrat (vidi Sliku 2.4.) s nepoznatom duljinom stranice x,
nad cˇijim stranicama su postavljeni pravokutnici, tako da druga stranica svakoga od njih
bude jednaka
5
2
. Dakle, povrsˇina svakog pravokutnika jednaka je
5
2
x. Dobiveni lik se
nadopunjava do kvadrata ABCD dodavanjem cˇetiriju sukladnih kvadrata sa stranicama
5
2
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Slika 2.4: Kvadrat uz jednadzˇbu x2 + 10x = 39
i povrsˇinom
25
4
. Tada se povrsˇina p kvadrata ABCD mozˇe prikazati kao zbroj povrsˇina
pocˇetnog kvadrata x2, cˇetiriju pravokutnika (4 · 5
2
· x = 10x) i cˇetiriju nadodanih kvadrata
(4 · 25
4
= 25), tj.
p = x2 + 10x + 25. (2.1)
Iz pocˇetne jednadzˇbe slijedi da izraz x2 + 10x u jednadzˇbi (2.1.) mozˇemo zamijeniti
brojem 39, cˇime dobivamo da je p = 64. Iz toga dobivamo da je duljina stranice kvadrata
ABCD jednaka 8. Za nepoznatu duljinu x stranice prvog kvadrata sada dobivamo da je
x = 8 − 5
2
− 5
2
= 3.
Geometrijsko rjesˇenje u ovom primjeru odgovara sljedec´em algebarskom postupku za
rjesˇavanje kvadratne jednadzˇbe oblika x2 + px = q:
1. x2 + 4
( p
4
x
)
+ 4
( p
4
)2
= q + 4
( p
4
)2
;
2.
(
x + 2
p
4
)2
= q + 4
( p
4
)2
;
3. x + 2
p
4
=
√
q + 4
( p
4
)2
;
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4. x =
√
q +
( p
2
)2
−
( p
2
)
.
Posljednja formula predstavlja al-Khwarizmijevo pravilo za rjesˇavanje kvadratne jeda-
nadzˇbe tipa x2 + px = q.
Nakon ”kanonskih” oblika jednadzˇbi al-Khwarizmi prelazi na objasˇnjavanje, pomoc´u
primjera, osnovnih pravila za algebarske operacije:
• mnozˇenje monoma i binoma, na primjer(
10 +
x
2
) (1
2
− 5x
)
= 5 − 50x + x
4
− 5
2
x2 = 5 − 199
4
x − 5
2
x2;
• transformacije korijena, na primjer: a√x = √a2x ili √a2x = a√x;
• mnozˇenje korijena, na primjer: 2√x = √4x ili √5 · √10 = √50.
Zavrsˇni dio knjige al-Khwarizmi je posvetio problemu naslijedivanja i nacˇinu na koji
se raspodjeljuje ostavsˇtina. Time je olaksˇao posao dvorskim pisarima, a kao karakteristicˇan
primjer u knjizi se spominje njegov pristupni zadatak dvoru kalifa Haruna al-Rashida, cˇije
je rjesˇenje detaljno zapisao i objasnio.
Geometrijski dio svoje knjige al-Khwarizmi je napisao za potrebe prakse, tj. gradevine.
Ovaj dio Algebre sadrzˇi pravila za izracˇune vezane za osnovne geometrijske oblike i naj-
jednostavnije primjene algebre na primjerima vezanima uz trokut. Velika vec´ina pravila je
dana putem definicija i dokaza, ili barem uz kratko objasˇnjenje. Al-Khwarizmi proucˇava
trokute, cˇetverokute i krugove. Razlikuje tri vrste trokuta: pravokutni, sˇiljastokutni i tu-
pokutni, a kao karakteristiku tog razlikovanja daje odnose medu kvadratima na najdu-
ljoj stranici i zbroja kvadrata na preostalikm stranicama (uocˇimo poveznicu s Pitagori-
nim poucˇkom). Takoder, razlikuje pet vrsta cˇetverokuta: kvadrate, pravokutnike, rombove
(cˇetverokuti koji imaju oblik oka), paralelograme (cˇetverokuti koji izgledaju kao romb) i
cˇetverokute koji imaju duljine stranica i velicˇine kutova potpuno nejednake.
Al-Khwarizmi za omjer opsega kruzˇnice i promjera (dakle, za konstantu koju danas
oznacˇavamo s pi) navodi tri vrijednosti i to redom: 3
1
7
,
√
10 i
6832
2000
. Takoder, on navodi da
je povrsˇina kruga jednaka umnosˇku polovine promjera i poluopsega kruzˇnice, tj.
P =
d
2
· O
2
[
= r · O
2
= r · 2rpi
2
= r2pi
]
.
Napomenimo da je gornji rezultat, da je povrsˇina kruga jednaka povrsˇini pravokut-
nog trokuta kojemu su katete duljina polumjera odnosno poluopsega kruga, prvi poka-
zao Arhimed u 3. st. pr. Kr. Uz to, al-Khwarizmi navodi i formulu za izracˇunavanje
POGLAVLJE 2. ARAPSKI MATEMATICˇARI 14
povrsˇine kruzˇnog isjecˇka pomoc´u duljine kruzˇnog luka, tetive i visine odsjecˇka te formule
za izracˇunavanje zapremina prizme, cilindra i piramide.
Od ostalih vazˇnih doprinosa matematici al-Khwarizmija potrebno je napomenuti da je
sastavio tablicu sinusa i kosinusa, a pripisuje mu se i jedno djelo o sfernoj trigonometriji.
2.2 Thabit ibn Qurra
Sljedec´i poznati arapski matematicˇar bio je Thabit ibn Qurra, punim imenom Al-Sabi Tha-
bit ibn Qurra al-Harrani. Roden je u gradu Harranu, koji se nalazi na podrucˇju danasˇnje
Turske, 826. godine. Tijekom zˇivota, osim matematike, bavio se medicinom, astronomijom
i prevodenjem. Umro je 18. veljacˇe 901. godine. Nije bio musliman vec´ je pripadao Sabej-
cima, arapskom plemenu koje je bilo jedinstveno po odbijanju islamizacije. Grad Harran
bio je nastanjen astronomima, astrolozima, medicinarima i matemticˇarima. Stanovnici
Harrana vjerovali su u moc´ brojeva te u cˇovjekovu sudbinsku povezanost za polozˇaj zvi-
jezda. Sabejci su govorili sirijski, grcˇki ili arapski, ovisno o tome sˇto su zˇeljeli objasniti.
Zbog toga sve su znacˇajnije grcˇke knjige preveli na sirijski ili arapski jezik.
U to vrijeme u Bagdadu je osim prevoditeljske radionice u Kuc´i mudrosti radila i pre-
voditeljska skupina okupljena oko Shakira ibn Muse4 i njegova tri sina. Oni su nastojali
skupiti sˇto visˇe rukopisa drevnih pisaca i prevesti ih na arapski jezik. Tri sina Shakira ibn
Muse poznata kao Banu Musa bili su Muhammed, Ahmad i Hasan. Muhammad se visˇe
zanimao za astronomiju, Ahmad za mehaniku, a Hasan za geometriju te su prevodili na
potpuno novi nacˇin u odnosu na stare prevoditelje, koji su prevodili doslovno s grcˇkog,
rijecˇ po rijecˇ. Brac´a Banu Musa osim prevodenja i sami su pisali, a svako njihovo djelo
rezultat je zajednicˇkog rada pa im se nije ni jedno osobno pripisalo. Prvenstveno su se ba-
vili primjenom metode ekshaustije5 pomoc´u koje su dokazali da povrsˇina kruga mozˇe biti
izrazˇena umnosˇkom dijametra i poluopsega kruzˇnice (Arhimedov rezultat) te da je odnos
opsega kruzˇnice i dijametra konstantan. Poput Arhimeda oni taj odnos smjesˇtaju izmedu
3
10
71
i 3
1
7
. Takoder, izvode Heronovu formulu za povrsˇinu trokuta, koju dokazuju na svoj
nacˇin, a koristili su i metodu interpolacije kod konstrukcija te su elipsu konstruirali pomoc´u
konopca koji su ucˇvrstili u dvije tocˇke (vrtlarska konstrukcija elipse).
Za Thabita ibn Qurru se zbog znanja grcˇkog i arapskog jezika, pored materinjeg sirij-
skog, prolazec´i kroz Harran pri povratku iz Bizanta, zainteresirao Muhammad ibn Musa.
Na njegov poziv, Thabit ibn Qurra s obitelji preselio se u Bagdad, gdje je u periodu od
nekoliko godina stekao status jednog od najcjenjenijih matematicˇara.
4Shakir ibn Musa, arapski astrolog i astronom.
5Starogrcˇka metoda kojoj je glavna primjena bila odredivanje povrsˇina zaobljenih likova. Smatra se
pretecˇom infinitezimalnog racˇuna, a pripisuje se Eudoksu iz Knida (4. st. pr. Kr.).
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Sa sobom je u Bagdad Thabit ibn Qurra poveo i svog sina Sinana koji je bio vrstan
lijecˇnik. Godine 931., kalif je ovlastio Sinana da sve lijecˇnike u Bagdadu podvrgne ispitu
te, onima koji zasluzˇe da lijecˇe narod, izda potvrde. Ostali su bili protjerani iz grada pod
prijetnjom smrtne kazne ako se u njega ikada vrate. Pred Sinana je izasˇao ogroman broje
lijecˇnika, ali samo njih 860 je dobilo potvrdu da mozˇe lijecˇiti narod.
Do svoje smrti Thabit ibn Qurra je ostao u Bagdadu dugi niz godina suradujuc´i s
Banu Musama. Posljednjih desetak godina svojeg zˇivota bio je stalan cˇlan dvora kalifa
al-Mutadida te je prema zapisima bio vrlo blizak s kalifom. Njegov sin Sinan i njegova dva
unuka takoder su postali poznati matematicˇari.
Slijedec´i razvoj matematicˇke terminologije u arapskom jeziku, uocˇava se da je stil Tha-
bita ibn Qurre matematicˇki. Pisanje pocˇinje neophodnim postulatima i definicijama, zatim
daje originalne teoreme, a potom slijedi dokaz u kojem se oslanja na vec´ prihvac´ene poj-
move.
Kao prevoditelj, Thabit ibn Qurra najcˇesˇc´e prevodi djela Euklida, Nikomaha, Herona
i Arhimeda. Posebno su vazˇni njegovi komentari Euklidovih djela, osobito pete knjige
Elemenata6, te njegovo propagiranje Arhimedovih djela. Tijekom prevodenja mnogo je
pazˇnje posvec´ivao djelima koje je prevodio, stoga njegovi prijevodi prate originalne izvore,
a ponekad je i sam pokusˇavao razvijati misli anticˇkih matematicˇara.
U svojem djelu Knjiga o teoriji brojeva, Thabit ibn Qurra je izlozˇio tzv. teoriju prija-
teljskih brojeva7 uz koju navodi i teorem o prijateljskim brojevima:
Teorem 2.2.1. Ako su za neki prirodan broj n > 1 brojevi p = 3 · 2n−1 − 1, q = 3 · 2n − 1 i
r = 9 · 22n−1 − 1 prosti, onda su brojevi 2n pq i 2nr prijateljski.
Thabit ibn Qurra je za n = 2 dobio par brojeva 220 i 284, koji je bio poznat josˇ pitago-
rejcima, a za n = 4 par brojeva 17296 i 18416. Osim ta dva para brojeva danas je poznat
i par koji se dobije uvrsˇtavanjem broja n = 7. Brojeve oblika 3 · 2n − 1 danas nazivamo
Thabitovim brojevima.
Thabit ibn Qurra bavio se i geometrijom. Bio je upoznat s Arhimedovim nacˇinom
rjesˇavanja kvadrature jednog segmenta parabole, no on je problem rjesˇio koristec´i drugu
metodu, o cˇemu pisˇe u djelu Knjiga o mjerenju konusnog presjeka zvanog parabola. Me-
toda koju je on koristio naziva se metodom zbroja integrala, a parabola koju je promatrao
bila je definirana osobinom koju danas zapisujemo jednadzˇbom y2 = px.
U djelu Knjiga o dokazu slavnog Euklidovog postulata, Thabit ibn Qurra se bavio
cˇuvenim petim Euklidovim postulatom8. U trec´em poucˇku u ovoj knjizi Thabit ibn Qurra
6Peta knjiga Euklidovih Elemenata sadrzˇi teoriju omjera i razmjera.
7Par prirodnih brojeva zove se prijateljski ako je svaki od njih jednak zbroju pravih djelitelja drugog.
8Dva pravca presjecˇena trec´im pravcem sijeku se s one strane trec´eg pravca na kojoj je zbroj unutarnjih
kutova koje oni cˇine s njim manji od dva prava kuta.
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dokazuje da se odsjecˇci koji se nastavljaju na krajeve dviju duzˇina sˇto se niti ne priblizˇavaju
niti ne udaljavaju (ne rabi pojam paralele), tj. jednako su udaljene jedna od druge, i sami
jednako udaljeni. U cˇetvrtom poucˇku utvrduje da je srednjica trokuta jednaka polovici
osnovice od koje je jednako udaljena ali dodaje i da pravac jednako udaljen od osnovice
trokuta povezuje one tocˇke bocˇnih stranica koje ih djele u jednakom omjeru. U petom
poucˇku svoje knjige, ujedno i posljednjem, Thabit ibn Qurra je mislio da je dokaz petog
Euklidovog postulata, ali danas znamo da Euklidov peti postulat nije dokaziv.
Thabit ibn Qurra dokazivao je i Pitagorin poucˇak, a jedan njegov dokaz ilustriran je na
slici 2.6.
Slika 2.5: Thabit ibn Qurrin dokaz Pitagorinog poucˇka
Dokaz (Thabit ibn Qurrin dokaz Pitagorinog poucˇka). Uocˇavamo da su povrsˇine trokuta
ABC, AHG, CMF, FLC, GFE i EDB jednake. S jedne strane, povrsˇina lika ABDFH je
jednaka |AC|2 + |BC|2+ povrsˇine trokuta ABC, CMF i FLC. S druge strane, povrsˇina lika
ABDFH je jednaka |AB|2+ povrsˇine trokuta AHG, GFE i EDB. Iz toga da su povrsˇine
trokuta ABC, AHG, CMF, FLC, GFE i EDB jednake slijedi da je |AC|2 + |BC|2 = |AB|2.

Potrebno je spomenuti i djelo Poslanica o magicˇnim kvadratima, u kojem se Thabit ibn
Qurra bavi omiljenom temom istocˇnjacˇkih matematicˇara. Uz navedeno, Thabit ibn Qurra
autor je i knjige pod nazivom Knjiga o kvadratu i njegovoj dijagonali.
Valja napomenuti da je Thabit ibn Qurra medu prvima primjetio varijabilnost nag-
nutosti ekliptike. Provjeravajuc´i rezultate Hiparha i Ptolomeja, vrijednost te nagnutosti
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izracˇunao je na 23◦33′30′′ umjesto ranijih 23◦52′. Pruocˇavajuc´i rezultate svojih prethod-
nika primjetio je neku vrstu zakonomjernog kretanja tocˇke ekvinocija odakle slijede gresˇke
u odredivanje Suncˇane godine. Prema njegovim izracˇunima godina sadrzˇi 365 dana 6 sati
9 minuta i 11 sekundi. Znajuc´i da moderna godina iznosi 365 dana 6 sati 9 minuta i 13
sekundi dolazimo do zakljucˇka kako je, za njegovo doba, ovo otkric´e bilo revolucionarno.
2.3 Al-Battani
Slijedec´i istaknuti arapski matematicˇar o kojem c´emo govoriti je al-Battani. Al-Battani je
bio poznat i pod latiniziranim imenom Albategnius. Punim imenom Abu Abdallah Mo-
hammad ibn Jabir al-Battani, zˇivio je otprilike od 858. do 929. godine. Osim sˇto je bio
poznati arapski matematicˇar, al-Battani je proucˇavao astrologiju i astronomiju. Kao i ra-
nije spomenuti Thabit ibn Qurra, al-Battani je takoder roden u Harranu, no ubrzo nakon
toga preselio je u Raqqu, grad u Siriji na obali Eufrata. Njegova obitelj je kao i Thabit ibn
Qurra pripadala Sabejcima.
Slika 2.6: Al-Battani (slika preuzeta s Wikipedije)
Josˇ kao mladog matematicˇara posebno ga privlacˇio grad Bagdad zbog svih velikih ma-
tematicˇara i prevoditelja koji su tamo djelovali. Al-Battani se odlucˇio spustiti niz Eufrat
do Bagdada te je odmah potrazˇio kuc´u Thabita ibn Qurre. On ga je primio u svoju kuc´u te
su uz vecˇeru dugo razgovarali. Za razliku od Thabita ibn Qurre, al-Battani je bio mnogo
neodlucˇniji pa je uskoro prihvatio islam. Al-Battaniju nisu bile vazˇne stvari izvan astro-
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nomije i matematike pa mu je bilo svejedno koje je vjere. Jedino mi je bilo vazˇno da ga
nitko ne sprijecˇava u radu i da u njemu ima punu slobodu. Sljedec´eg dana su razgovarali
o svemu sˇto se dogada u Raqqi, a zatim ga je Thabit ibn Qurra poveo u razgledavanje
Bagdada. Osim sˇto je Thabit ibn Qurra zˇelio svome gostu pokazati Bagdad, zˇelio je isto-
vremeno kroz razgovor saznati sˇto je al-Battaniju poznato, na cˇemu sada radi te sˇto bi josˇ
trebao usavrsˇiti. Nakon sˇto su stigli do jednog suncˇanika, Thabit ibn Qurra ga je ispitivao o
nacˇinima izracˇunavanja zenitne udaljenosti Sunca, odnosno geografske sˇirine nekog mjesta
na Zemlji. Razgovarali su i o Aristotelovoj te teoriji Klaudija Ptolemeja o kretanju nebe-
skih tijela. Thabita ibn Qurru je zanimao kakav je al-Battani u rjesˇavanju odnosa kruzˇnice
i tetive, a al-Battani mu je odmah izlozˇio svoju teoriju u kojoj ga je zanimao odnos izmedu
tetive i polutetive, odnosno polovine kuta i polovine tetive. Al-Battani je tu svoju teoriju
razvio daleko preko onoga sˇto je do tada bilo poznato.
Nakon sˇto je za nekoliko dana upoznao Bagdad i sve mudre ljude koji su svaku vecˇer
dolazili na razgovore u kuc´u Banu Musa, al-Battani se odlucˇio vratiti u Raqqu. Sa sobom
je ponio vezirovu punomoc´ da mozˇe raditi u kalifovo ime i u slavu Alaha, a na poklon od
Thabita ibn Qurre dobio je najnoviji prijepis Almagesta9. Usput je posjetio Samaru, gdje
se nalazio najnoviji astronomski opservatorij.
Kasnije je u visˇe navrata posjec´ivao Bagdad, ali uvijek na samo nekoliko dana. Prili-
kom jednog posjeta Alepu, u koji je cˇesto odlazio, upoznao je al-Farabija10, cˇovjeka koji
je svirao sve uobicˇajene instrumente tog doba i matematicˇki tumacˇio glazbu. Al-Farabi
je cˇesto slusˇao izlaganja al-Battanija o njegovoj teoriji nebeskih odnosa koja je bila bliska
teoriji Klaudija Ptolemeja. Iako je zagovarao Aristotelovu teoriju, al-Farabi nikad nije pro-
turijecˇio al-Battaniju. Al-Farabi je dva puta lijecˇio al-Battanija, jednom od vodene bolesti,
a drugi put mu je dao neku mast za ocˇi koju je sam spravljao jer su al-Battaniju od dugo-
trajnog gledanja u zvijezde ocˇi slabile i suzile. Mast je pomogla al-Battaniju da vidi kao i
ranije, cˇisto i jasno.
Povjesnicˇari se slazˇu da je Al-Battani preminuo 929. godine, u neposrednoj blizini
grada Mossul u Iraku. Bio je cijenjen i posˇtovan te jedan od najpoznatijih arapskih astro-
noma. Cijeli svoj zˇivot sve do smrti posvetio je promatranju planeta i zvijezda.
Najvazˇnije dopinose u matematici al-Battani je dao u podrucˇju trigonometrije. Trigo-
nometrija, posebice sferna, je za islamski svijet, uz primjenu u astronomiji, bila vrlo vazˇna
zbog odredivanja polozˇaja Meke u odnosu na mjesto gdje se nalazi dzˇamija. Ritualni raz-
lozi nalazˇu muslimanima da svoju molitvu usmjere prema Meki.
Vec´ prije al-Battanija trigonometrija je kod Arapa dozˇivjela znacˇajan uspon. Nakon pri-
jevoda za ranu grcˇku trigonometriju kljucˇnog djela Klaudija Ptolemeja (Matematicˇka ras-
9Almagest, naslov arapskog prijevoda djela Klaudija Ptolemeja o anticˇkoj teoriji gibanja nebeskih tijela
u geocentricˇnom sustavu svemira.
10Al-Farabi (870. – 950.), veliki perzijski filozof, znanstvenik i glazbenik.
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prava), poznatijeg pod naslovom arapskog prijevoda Almagest, te upoznavanja s indijskom
trigonometrijskom tradicijom mnogi su se matematicˇari posvetili iskljucˇivo rjesˇavanju prak-
ticˇnih trigonometrijskih zadataka. Arapski matematicˇari pokusˇavali su tablice sinusa i ko-
sinusa odrediti sˇto tocˇnije, a al-Battani je bio jedan od najboljih u tom poslu te je sastavio
cˇuvene Sabejske tablice. Kao sˇto je prije navedeno, jedno od prvih trigonometrijskih djela
u Bagdadu pripada al-Khwarizmiju, ali su u njemu tablice tangensa sigurno naknadno do-
dane.
U djelu Revizija Almagesta, al-Battani sustavno primjenjuje sinus i kosekans11, uzi-
majuc´i kutove od 0◦ do 90◦. U tom djelu al-Battani je razmatrao cˇak sˇest trigonometrijskih
velicˇina i to: sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans12 i kosekans. Takoder, u djelu
nalazimo i sljedec´e omjere izrazˇene rijecˇima:
ctgα
r
=
cosα
sinα
;
tgα
r
=
sinα
cosα
;
sinα
r
=
r
cosecα
;
cosα
r
=
r
secα
;
r secα =
√
r2 + r2 tg2 α;
rcosecα =
√
r2 + r2 ctg2 α;
sinα
r
=
tgα
secα
.
Ako uzmemo r = 1, onda zapisi relacija dobivaju oblik suvremenih formula. Proucˇavajuc´i
pravokutne trokute al-Battani pokazao je da za njih vrijedi:
b sinα = a sin(90◦ − α).
Bavec´i se astronomijom al-Battani je poboljsˇao mnoge rezultate svojih prethodnika.
Napisao je i djelo Kitab al-zij (Knjiga astronomskih tablica) koje su temelji na Ptolome-
jevoj teoriji i drugim grcˇko–sirijskim izvorima, no vidljiv je i indijski utjecaj. Knjiga je
11Kosekans, jedna od trigonometrijskih funkcija. Jednak je omjeru hipotenuze i nasuprotne katete u
pravokutnom trokutu, tj. jednak je reciprocˇnoj vrijednosti sinusa kuta.
12Sekans, jedna od trigonometrijskih funkcija. Jednak je omjeru hipotenuze i prilezˇec´e katete u pravokut-
nom trokutu, tj. jednak je reciprocˇnoj vrijednosti kosinusa kuta.
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kasnije prevedena na latinski jezik te je imala veliki utjecaj na europske renesansne astro-
nome. U tom je djelu al-Battani je odredio nagib ekliptike na 23◦35′, a trajanje solarne
godine izracˇunao je na 365 dana 5 sati 46 minuta i 24 sekunde, sˇto je pogresˇno za manje
od 2 min. Nadalje, proucˇavao je prosjecˇne udaljenosti sredisˇta planeta do sredisˇta Zemlje,
ispravio visˇe podataka o kretanju Mjeseca i planeta te odbacio tezu Thabita ibn Qurre o
treptanju zvijezda. Njegov rad imao je veliki utjecaj na Keplera, Galilea i Kopernika te su
ga oni vrlo cˇesto citirali.
Osim Kitaba al-zija, Sabejskih tablica i Revizije Almagesta znacˇajna su i sljedec´a al-
Battanijeva djela: Poslanica o preciznom odredivanju konjunkcija, Jedan komentar o cˇetiri
Ptolomejeva teorema, Traktat o duzˇinama i Knjiga o odredivanju izlaska znakova zodijaka
medu kvadrantima nebeske sfere.
2.4 Abu‘l-Wafa
Abu‘l Wafa Muhammad ibn Muhammad ibn Yahya ibn Ismail al-Buzjani, ili krac´e Abu‘l
Wafa, roden je 940. godine u Buzhganu u danasˇnjem Iranu, a umro je 998. godine u Bag-
dadu. Abu‘l Wafa je bio perzijski matematicˇar i astronom. Pisao je o geometriji, trigo-
nometriji, aritmetici i prakticˇnoj astronomiji. Od malena se isticao svojim bistrim umom
kada je s lakoc´om rjesˇavao tesˇke zadatke preracˇunavanja novca. Nakon sˇto je upio znanje
svojih ucˇitelja, te prucˇio radove Euklida i Ptolemeja, pocˇeo je razmisˇljati, kao i svi veliki
matematicˇari tog vremena, o dobrim bibliotekama u Bagdadu, kamo se ubrzo preselio.
Slika 2.7: Abu‘l Wafa (slika preuzeta s Wikipedije)
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Ubrzo nakon dolaska u Bagdad, mladog Abu‘l Wafu njegova je ljepota i mudrost ucˇinila
centralnom osobom oko kojeg su se okupljali znanstvenici i umjetnici. Voljeli su ga glaz-
benici, pjesnici, arhitekti, astronomi, matematicˇari, ali i veziri te kalifi, bez obzira koji je
bio na vlasti.
Jedno od najvazˇnijih Abu‘l Wafinih djela jest Rasprava o racˇunskim elementima neo-
phodnim pisarima i upravnicima, koje je pisano u sedam poglavlja i u kojem je obradeno
sve sˇto tim ljudima u praksi zadaje racˇunske probleme. Sedam poglavlja ovog djela su:
• omjeri;
• mnozˇenje i dijeljenje;
• operacije sa povrsˇinama;
• operacije poreza (haracˇa);
• operacije dijeljenja (naslijeda);
• operacije mijenjanja;
• komercijalne transakcije.
Abu‘l Wafa ne poklanja previsˇe pazˇnje dokazivanju pojedinih stavova, pogotovo onih
preuzetih od Grka i al-Khwarizmija. U navedenom djelu, Abu‘l Wafa sustavno izlazˇe gra-
divo te ga s lakoc´om korisiti u prakticˇnom radu, sˇto je bio i glavni cilj samog djela. Tu
Abu‘l Wafa koristi obiljezˇavanje svojstveno njegovom vremenu, sˇto znacˇi da nema pozi-
cijske numeracije, za pisanje brojeva koristi arapski alfabetski brojevni sustav, a racˇuni se
provode u glavi. Vazˇno je istaknuti da Abu‘l Wafa u svome djelu koristi negativne bro-
jeve, a moguc´e je da je to jedino mjesto njihova pojavljivanja u srednovjekovnoj arapskoj
matematici. Abu‘l Wafa daje opc´e ravilo te zapisuje poseban slucˇaj da oduzimanje 5 od 3
daje dug 2.
U ovom djelu posebno je zanimljivo Abu‘l Wafino detaljno razmatranje razlomaka.
Prvo navodi da je odnos dva broja mjera jednog usporedena s mjerom drugog. Pri tome
postoje tri vrste odnosa medu brojevima: onaj manjeg prema vec´em, onaj vec´eg prema
manjem i onaj dva jednaka broja. Razlomak definira kao odnos jednog broja prema drugom
vec´em od njega, dakle razmatra samo tzv. prave razlomke. Razlikuje tri vrste razlomaka
koje on naziva osnovnim:
• glavni razlomci, tj. razlomci koji imaju brojnik jedinicu, od 1
2
do
1
10
;
• slozˇeni razlomci oblika m
n
, m < n ≤ 10, medu kojima razlomak 2
3
zauzima posebno
mjesto;
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• ujedinjeni razlomci, tj. umnozˇak dva ili visˇe glavnih razlomaka.
Abu‘l Wafa razlikuje i izrazive i neizrazive razlomke. Izrazivi su razlomci oni koji u na-
zivniku imaju faktore 2, 3, 5 i 7, a neizrazivi su razlomci koji u nazivniku sadrzˇe proste
faktore vec´e od 7. Da bi olaksˇao racˇun s razlomcima, sastavio je cˇetiri tablice. U prvoj
tablici (Tablica 2.1.) zapisani su glavni razlomci:
1
2
1
3
1
4
1
5
1
6
1
7
1
8
1
9
1
10
30 20 15 12 10 8
4
7
7
1
2
6
2
3
6
Tablica 2.1: Tablica glavnih razlomaka
Druga tablica sadrzˇi razlicˇite slozˇene razlomke od
2
3
do
9
10
. Abu‘l Wafa za svoje raz-
lomke daje elegantnije izraze u obliku zbroja osnovnih razlomaka i slozˇenih razlomaka, na
primjer:
3
4
=
1
2
+
1
4
,
2
5
=
1
3
+
2
3
· 1
10
, ... ,
9
10
=
1
2
+
1
3
+
2
3
· 1
10
.
U trec´oj tablici nalazimo dvocˇlane zbrojeve nekih cˇesto korisˇtenih razlomaka, na primjer:
1
2
+
1
7
,
1
2
+
1
9
, itd. do
1
9
+
1
10
. Cˇetvrta tablica sadrzˇi u seksegezimalnom obliku dvocˇlane
umnosˇke razlomaka, na primjer:
1
2
· 1
6
,
1
2
· 1
7
, itd. do
1
9
· 1
10
. Abu‘l Wafa daje i visˇe nacˇina
da se izracˇuna priblizˇna vrijednost razlomka. Odabirao je zgodne brojeve te je uspijevao
postic´i da se gresˇka pri racˇunanju svede na minimalnu mjeru.
U drugom djelu svoje knjige Abu‘l Wafa opisuje operacije s cijelim brojevima, obicˇne
razlomke te izrazive razlomke uz pomoc´ osnovnih razlomaka. Pri tome ne koristi udvos-
trucˇavanje i dijeljenje s dva, operacije koje su prije njega bile prisutne u slicˇnim djelima.
Kod odredivanja najmanjeg zajednicˇkog nazivnika Abu‘l Wafa trazˇi da se odredi najma-
nji zajednicˇki visˇekratnik. Metode racˇunanja s razlomcima zapisane u njegovom djelu su
djelomicˇno seksegezimalne. Evo primjera za zbroj i umnozˇak razlomaka:
4
5
+
2
3
+
3
10
=
4
5
· 60 + 2
3
· 60 + 3
10
· 60
60
=
106
60
= 1 +
2
3
+
1
10
;
(
1
2
+
1
3
) (
1
4
+
1
5
)
=
(
1
4
· 60 + 1
5
· 60
) (
1
2
+
1
3
)
60
=
22
1
2
60
=
1
4
· 1
8
.
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U geometrijskom dijelu knjige Rasprava o racˇunskim elementima neophodnim pisa-
rima i upravnicima Abu‘l Wafa je preuzeo gradu od al-Khwarizmija te ju nadogradio, ali
ne navodec´i dokaze. U tom dijelu se nalazi Heronova formula za povrsˇinu trokuta gdje za
pi koristi vrijednost
22
7
. Navodi i metode za odredivanje udaljenosti i visine nedostupnih
objekata pomoc´u pravokutnog okvira.
U sljedec´em vazˇnom djelu Knjiga o geometrijskim konstrukcijama neophodnih zanatli-
jama, Abu‘l Wafa pisˇe o primijenjenoj geometriji potrebnoj graditeljima tog doba. Knjiga
se sastoji od uvoda i 12 poglavlja te sadrzˇi velik broj konstrukcija kojima su se koristili
arhitekti, tehnicˇari i geodeti. Vazˇno je istaknuti da je 18 problema rijesˇio pomoc´u ravnala i
sˇestara sa stalnim otvorom te je time olaksˇao posao prakticˇarima na terenu koji nisu bili u
moguc´nosti translatirati krugove razlicˇitih promjera.
U uvodu Abu‘l Wafa pokazuje kako se pomoc´u sˇestara sa stalnim otvorom konstruira
normala na sredini i na kraju dane duzˇine. U prvom poglavlju, koje sadrzˇi osnovne kons-
trukcije, istom metodom dijeli duzˇinu na bilo koji broj jednakih duzˇina te dijeli kut na dva
jednaka dijela. U drugom poglavlju posvec´enom pravilnim poligonima, on konstruira za
zadanu duzˇinu kao stranicu mnogokute sa 3, 4, 5, 6, 8 i 10 stranica. U trec´em poglavlju
obraduje poligone sa 3, 5, 6 i 8 stranica upisane u krug sˇto je olaksˇalo posao majstorima
ornamenata.
U nastavku opisuje konstrukciju paralela, tangenti na kruzˇnicu, pravilnog sedmerokuta
(priblizˇna konstrukcija), a izvodi i mehanicˇku trisekciju kuta te udvostrucˇavaje kocke. U
sˇestom poglavlju Abu‘l Wafa razraduje problem poligona upisanih u krug i opisanih oko
kruga. Od sedmog do desetog poglavlja, doticˇe se dijeljenja kruga i likova, na primjer,
dijeljenja cˇetverokuta na dva jednaka dijela pomoc´u duzˇine koja polazi iz jednog vrha.
U jedanaestom poglavlju Abu‘l Wafa rjesˇava probleme vezane uz diobu kvadrata na
zbroj visˇe kvadrata ili za predstavljanje zbroja kvadrata jednim kvadratom. Evo jednog
takvog Abu‘l Wafinog zadatka.
Zadatak 1. Sastavite kvadrat od tri zadana i jednaka kvadrata.
Rjesˇenje. Razrezavsˇi svaki od dva kvadrata po dijagonali (Slika 2.9.), prislonimo redom hi-
potenuzu svakog od 4 dobivena pravokutna trokuta na stranicu trec´eg isto takvog kvadrata
III. Tada je EFGH trazˇeni kvadrat. Trokut HLK koji strsˇi zaista je jednak unutarnjem tro-
kutu EDK jer je |HL| = |ED|, ∠HLK = ∠EDK = 45◦ i ∠HKL = ∠EKD, pa zakljucˇujemo
da je |LK| = |KD|. Analogno za sve trokute koji strsˇe.
U suradnji sa svojim kolegama u Bagdadu Abu‘l Wafa je sastavio i nove astronomske
tablice, koje su bile vrlo cijenjene. U njima je Abu‘l Wafa uspio odrediti kljucˇne trigo-
nometrijske funkcije sa zadovoljavajuc´om tocˇnosˇc´u. Stvorio je novu metodu za izracˇun
tablica koja je bila mnogo tocˇnija i laksˇa za primjenu. Krenuo je od sinusa pola stupnja i
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Slika 2.8: Abu‘l Wafin zadatak
koristio interpolaciju. Na taj nacˇin izbjegao je trisekciju kuta i dobio prilicˇno tocˇne rezul-
tate. Prvo je odredio vrijednosti trec´ine kuta cˇija je velicˇina bliska
(
1
2
)◦
redom za
(
12
32
)◦
,(
15
32
)◦
i
(
18
32
)◦
. Vrijednost sin
12◦
32
= sin
72◦ − 60◦
32
odredena je pomoc´u pravila za sinus
razlike dva kuta koja koristec´i danasˇnju notaciju glasi:
sin(α − β) = sinα cos β − cosα sin β.
Abu‘l Wafa je koristio tangense i kotangense te je izracˇunao njihove tablice kao i tablice
sinusa. Takoder, otkrio je sinusov poucˇak za sferne trokute koji glasi:
sin a
sinα
=
sin b
sin β
=
sin c
sin γ
.
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Astronomi Abu‘l Wafu smatraju izravnim pretecˇom Tycho Brahea13 u pogledu tocˇnosti
predvidanja u astronomiji. Kako se Johan Kepler u svojim zakljucˇcima oslanja na Tycha
Brahea, mozˇemo zakljucˇiti da je Abu‘l Wafa pretecˇa Keplera. Abu‘l Wafa je otkrio i trec´u
lunarnu nepravilnost koja je danas poznata pod imenom Tycha Brahea.
Nakon Abu‘l Wafe centri moc´i iz Bagdada otisˇli su u druge gradove i pokrajine. Iz
toga razloga drugi matematicˇari nisu imali potrebe dolaziti u Bagdad pa ostaju u mjestima
u kojima se centralizirala ekonomska i svjetovna vlast.
2.5 Al-Karaji
Direktni nastavljacˇ djela al-Khwarizmija i Abu Kamila, pa cˇak i Diofanta14. Abu Bakr ibn
Muhammad ibn al-Husayn al-Karaji, skrac´eno al-Karaji, roden je 953. godine u gradu
Karaju u danasˇnjem Iranu. Ovaj matematicˇar i inzˇenjer vec´inu svojeg zˇivota je proveo u
Bagdadu te su sva njegova najvazˇnija matematicˇka djela nastala tamo. Ne zna se kamo je
pri kraju zˇivota odselio, a pretpostavlja se da je umro 1029. godine.
Razlicˇiti autori drugacˇije gledaju na vazˇnost al-Karajija na razvoj matematike. Jedni
smatraju da je on samo preradio ideje ranijih matematicˇara, dok vec´ina smatra da je prvi
potpuno oslobodio algebru od geometrijskih operacija i argumentacija te time iz nje stvo-
rio samostalnu disciplinu.
Al-Karaji je prvi definirao monome x, x2, x3, x4,... i
1
x
,
1
x2
,
1
x3
,
1
x4
,... te je dao pravila za
mnozˇenje i dijeljenje dva monoma, ali nije uspio definirati x0 = 1. Bavio se i neodredenim
jednadzˇbama i njihovim sustavima.
Kod al-Karajija se pojavljuju i zacˇeci matematicˇke indukcije. U dokazu prvo dokazuje
tvrdnju za n = 1, zatim za n = 2 koristec´i vec´ dokazano za n = 1, potom za n = 3 koristec´i
vec´ dokazano za n = 2, pa tako sve do n = 5 uz napomenu da bu se postupak mogao
ponavljati u beskonacˇnost. Iako ovo nije pravilan induktivni dokaz, ovo je vazˇan korak
prema razumijevanju induktivnog dokaza.
Koristec´i ovaj oblik indukcije, al-Karaji se bavi binomnim teoremom i Pascalovim tro-
kutom. Al-Karaji se bavi zbrojevima prvih n kvadrata prirodnih brojeva, a taj rezultat u
modernoj notaciji izgleda: ∑
i2 =
∑
i +
∑
i(i − 1).
Takoder, on se bavi i zbrojevima prvih n kubova prirodnih brojeva, a taj rezultat u modernoj
notaciji izgleda: ∑
i3 =
(∑
i
)2
.
13Tycho Brahe (1546. – 1601.), danski astronom, astrolog i znanstvenik.
14Diofant Aleksandrijski, posljednji veliki starogrcˇki matematicˇar, zˇivio je negdje izmedu 100. i
350. g. n. e.
POGLAVLJE 2. ARAPSKI MATEMATICˇARI 26
Al-Karaji je pokazao da je (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10)2 jednako 13 + 23 + 33 + 43 +
53 + 63 + 73 + 83 + 93 + 103. Prvo je pokazao da je (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10)2 =
(1+2+3+4+5+6+7+8+9)2+103, zatim isto pravilo koristi za (1+2+3+4+5+6+7+8+9)2,
pa potom za (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8)2, itd. sve do 1.
Pisao je i da je Zemlja okruglog oblika, ali smatrao je da je Zemlja u sredisˇtu svemira
davno prije nego sˇto su to smatrali Galileo Galilei, Johannes Kepler ili Isaac Newton.
2.6 Al-Haytham
Sljedec´i vazˇan arapski matematicˇar je al-Haytham, punim imenom Abu Ali al-Hasan ibn
al-Hasan ibn al-Haytham. Al-Haytham je u zapadnom svijetu poznat pod latinskim ime-
nom Alhazen. Roden je 965. godine u gradu Basri koji se nalazi u danasˇnjem Iraku. Al-
Haytham je bio arapski znanstvenik, matematicˇar, astronom i filozof sa znacˇajnim dopri-
nosima u optici, astronomiji, teoriji brojeva, geometriji i filozofiji. Na poziv fatimidskog15
kalifa al-Hakima16, al-Haytham je napustio vezirsko mjesto u Basri i preselio u Kairo.
Nedugo nakon dolaska u Kairo, al-Haytham trazˇi kalifovo dopusˇtenje za projekt regu-
lacije toka rijeke Nil kojom bi sprijecˇio poplave i povec´ao plodnost zemlje uz samu rijeku.
Kalif al-Hakim dopustio je al-Haythamu pokusˇaj gradnje brane u gornjem dijelu toka rijeke
Nil. Takoder, dao mu je novac da unajmi radnike, nabavi alat i ucˇini sve sˇto je potrebno
da zavrsˇi svoj projekt. Kako je prolazilo vrijeme trosˇkovi su sve visˇe rasli, a rezultata nije
bilo. Al-Haytham je shvatio da su njegovi izracˇuni bili pogresˇni i da nec´e uspjeti zavrsˇiti
svoj projekt. Bojec´i se osvete kalifa al-Hakima, al-Haytham je odglumio ludilo zbog cˇega
je drzˇan u kuc´nom pritvoru do kalifove smrti 1021. godine. Upravo u to vrijeme napisao je
visˇe od 100 djela iz svih podrucˇja znanosti, matematike, astronomije, optike i filozofije. U
Kairu je ostao sve do svoje smrti 1040. godine.
Zbog njegovog kvantitativnog, empirijskog i eksperimentalnog pristupa u fizici i zna-
nosti, al-Haytham se smatra pionirom moderne znanstvene metode i eksperimentalne fi-
zike. Neki ga smatraju osnivacˇem psihofizike i eksperimentalne psihologije zbog njegovog
eksperimentalnog pristupa u psihologiji vizualne percepcije.
Najvazˇnije al-Haythamovo djelo je Knjiga o optici (Kitab al-manazir), cˇiji je original
izgubljen, ali je knjiga sacˇuvana zahvaljujuc´i latinskom prijevodu Gerarda iz Kremone.
Naslov Knjige o optici na latinskom jeziku glasio je Opticae thesaurus. Prijevod ove
knjige uvelike je utjecao na rad europskih znanstvenika poput Rogera Bacona, Leonarda
da Vincija, Galilea Galileija, Renea Descartesa, Johana Keplera i drugih. Al-Haythamova
razmisˇljanja u Knjizi o optici dala su teorijske osnove za kasnije prakticˇne izume, poput
15Fatimidi, sˇiitska dinastija koja je vladala podrucˇjem Magreba i Egipta.
16Abu Ali Mansur Tariku al-Hakim (985. – 1021.), vladao od 996. do 1021.
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Slika 2.9: Al-Haytham (slika preuzeta s Wikipedije)
povec´ala ili lec´a. Knjiga sadrzˇi mnoge primjere opticˇkih pojava, poput duge, ogledala i
refrakcije.
Al-Haytham je bio uvjeren da je ispravna teorija vida rezultat usuglasˇavanja Euklido-
vog matematicˇkog i Ptolemejevog fizicˇkog pristupa. Tako je al-Haytham u Knjizi o optici
dao svoju novu teoriju vida koja je bila bolja od prethodnih. On je smatrao da svijetlost i
boja linearno izbijaju iz svake tocˇke vidljivog objekta.
Kako je al-Haytham zastupao eksperimentalni pristup, mnoga je gledisˇta koja nisu bila
nova, iznosio uz pomoc´ iskustvenih argumenata sˇto je imalo izuzetan efekt na njegove
sljedbenike. Kako je bio i odlicˇan astronom, al-Haytham u optiku unosi astronomsku me-
todologiju ispitivanja, provjeravanja i zakljucˇivanja. Tako zahtjeva da se eksperimentima
moraju provjeriti linearno sˇirenje svijetlosti, te odbijanje i prelamanje svjetlosnih zraka.
U navedenoj knjizi al-Haytham posebno precizno odreduje tocˇku na ogledalu od koje
se odbija svjetlosna zraka, u slucˇaju sfernih i cilindricˇnih ogledala, ako se polozˇaj svje-
tlosnog izvora i ogledala unaprijed zna. Taj problem se naziva Alhazenovim problemom i
svodi se na sljedec´e:
Neka su u ravnini dani krug i dvije tocˇke izvan kruga, treba na kruzˇnici pronac´i tocˇku
tako da duzˇine koje spajaju tu tocˇku s dvije dane tocˇke odreduje jednake kutove s polumje-
rom kruzˇnice koji prolazi kroz tu tocˇku.
Ovaj problem se takoder mozˇe opisati pomoc´u jednadzˇbe cˇetvrtog stupnja.
Al-Haytham je dva svoja djela posvetio analizi Eukidovih Elemenata. Prvo djelo je
Knjiga komentara o nedokazanim tvrdnjama iz Euklidove knjige Elemenata u kojem ispi-
tuje definicije, aksiome i postulate poznate Euklidu. Drugo djelo je O rjesˇavanju sumnji u
Euklidovim Elementima u kojem su detaljno prokomentirane tvrdnje grcˇke geometrije.
U prvom djelu al-Haytham se detaljno bavi problemom petog Euklidovog postulata, a
pocˇinje objasˇnjavanjem pojma paralelnih pravaca. Polazec´i od Euklidove definicije para-
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lelnih pravaca17, al-Haytham tvrdi da se slozˇenost petog postulata u usporedbi s drugim
aksiomima sastoji u samom shvac´anju paralelnosti koja je usko povezana s pojmom be-
skonacˇnosti. U praksi je jasno da mozˇemo predocˇiti samo ogranicˇeni mali dio pravca
(ravnine ili prostora), ali Euklidov peti postulat, kao i pojam paralelnih pravaca, zahtijeva
predodzˇbu beskonacˇnog prostora.
Al-Haytham je smatrao da je pojam beskonacˇnog pravca moguc´e definirati pomoc´u
izgradnje odsjecˇka koji je koliko god puta zˇelimo vec´i od zadanog, tj. pomoc´u Arhimedo-
vog aksioma18. Takoder, al-Haytham je pomoc´u kinematicˇkih pojmova koje je preuzeo od
Thabita ibn Qurre dokazao da geometrijsko mjesto tocˇaka ravnine koje su jednako udaljene
od pravca na jednu njegovu stranu jest pravac. Na tome se zasniva njegov ”dokaz” petog
postulata. Vazˇno je primjetiti da je pri tome al-Haytham promatrao cˇetverokut s tri prava
kuta, a cˇetvrti je tupi. Danas se taj cˇetverokut naziva Lambertov cˇetverokut, po njemacˇkom
matematicˇaru Johannu Heinrichu Lambertu.
Na kraju svog ”dokaza” al-Haytham izjavljuje da peti Euklidov postulat, kojeg je on
”dokazao”, treba skinuti s liste postulata i kao teorem zapisati prije teorema 29 u prvu
knjigu Elemenata. Iako je al-Haytham mislio da je dokazao peti Euklidov postulat, danas
mozˇemo rec´i da ga je on samo pokusˇao dokazati.
Od ostalih rezultata u geometriji al-Haytham je pokazao poopc´enje prvog Hipokra-
tovog mjeseca19. Al-Haytham je pokazao da je povrsˇina pravokutnog trokuta jednaka
povrsˇini mjeseca omedenih polukruzˇnicama nad katetama i kruzˇnicom nad hipotenuzom.
Nakon Thabita ibn Qurre i al-Kuhija20, al-Haytham je takoder dao znacˇajan doprinos
povijesti infinitezimalnog racˇuna izracˇunavajuc´i obujam tijela dobivenog rotacijom seg-
menta parabole oko bilo kojeg pravca, a ne samo oko osi parabole. U Traktatu o mjerenju
parabolicˇnog tijela al-Haytham navodi da su mu radovi dvojice njegovih prethodnika po-
mogli da se pozabavi ovim problemom. Thabitu ibn Qurri zamjera duljinu njegove metode,
a al-Kuhiju povrsˇnost i kratke dokaze. Al-Haythamovo rjesˇenje za problem parabolicˇne ku-
pole je vrlo elegantno, ali njegov doprinos je posebno znacˇajan u izracˇunavanju obujama
rotacijskih tijela, sˇto nisu uspjeli izvesti ni Thabit ibn Qurra ni al-Kuhi.
Al-Haytham je poznat i po svojim rezultatima u teoriji brojeva. Uocˇio je da su svi
parni savrsˇeni brojevi oblika 2p−1(2p−1), gdje je 2p−1 prost broj. On to nije znao dokazati,
prvi je dokaz dao Euler u 18. stoljec´u. Drugi vazˇan doprinos al-Haythama je objasˇnjenje i
korisˇtenje Wilsonovog teorema:
17Paralelni pravci su pravci koji lezˇe u jednoj ravnini i beskonacˇno produljivani na obje svoje strane nigdje
se ne sijeku.
18Za svaka dva realna broja a > 0 i b > 0 postoji takav prirodni broj n da je nb > a.
19Hipokratovi mjeseci, likovi u obliku Mjesecˇeva srpa koji nastaju kada se nad stranicama pravokutnoga
trokuta opisˇu polukrugovi.
20Abu Sahl Wayjan ibn Rustam al-Kuhi (940. – 1000.), islamski matematicˇar koji je bitno doprinjeo
ozˇivljavanju interesa i nastavku grcˇke geometrije.
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Teorem 2.6.1. (Wilsonov teorem) Broj p prost je ako i samo ako je 1 + (p−1)! djeljivo s p.
Teorem je zapravo otkrio indijski matematicˇar Bhaskara I u 7. stoljec´u, a ime je do-
bio po engleskom matematicˇaru Johnu Wilsonu koji ga je iskazao u 18. stoljec´u. Dokaz
Wilsonovog teorema je dao francuski matematicˇar Joseph-Louis Lagrange 1773. godine.
Al-Haytham je svoj doprinos dao i u astronomiji tako da je prvi definirao pojam ne-
beskih sfera. Definiciju pojma nebeskih sfera njegovi su prethodnici vjesˇto izbjegavali.
Takoder, al-Haytham je prvi u astronomska razmatranja uveo Aristotelovu ideju o nebe-
skim sferama uz, do tada stalno korisˇtenu, Ptolemejevu ideju o nebeskim sferama.
2.7 Al-Biruni
Jedan od najznacˇajnijih arapskih srednjovjekovnih znanstvenika bio je al-Biruni (Abu al-
Rayhan Muhammad ibn Ahmad al-Biruni). Roden je 973. godine u blizini grada Katha u
pokrajni Horezmiji (danasˇnji Beruniy u Uzbekistanu). Osim sˇto je bio vrstan matematicˇar,
astronom, fizicˇar, geograf, povjesnicˇar i lingvista, al-Biruni je razmatrao razne obicˇaje i
vjerovanja te komentirao tuda djela.
Slika 2.10: Al-Biruni na ruskoj posˇtanskoj marci (slika preuzeta s Wikipedije)
Vrlo rano je uocˇeno njegovo izuzetno vladanje logikom i sposobnost zdravorazumskog
zakljucˇivanja, pa je rano dobio posao kod horezmijskog vladara. Al-Birunijev zˇivot je obi-
ljezˇen cˇestim promjenama vladara i vladajuc´ih dinastija te mnogim dalekim putovanjima.
Unatocˇ tome, ostao je vrlo plodonosan pisac, a gotovo polovica njegovih djela odnosila
su se na astronomiju i astrologiju. Ostatak tekstova odnosi se na matematiku, geografiju,
povijest i knjizˇevnost. Nazˇalost, do danas je sacˇuvan samo manji dio njegovih tekstova.
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Al-Biruni je studirao jezike i islamsko pravo, pa ne cˇudi da je osim materinjeg per-
zijskog jezika, vladao i arapskim, turskim, sirijskim i hebrejskim jezikom. Iako mu je
materinji jezik bio perzijski, al-Biruni je shvatio vazˇnost arapskog jezika kao jezika komu-
nikacije u arapskom svijetu pa ga je pretpostavljao perzijskom jeziku kada su u pitanju bila
znanstvena djela.
Neka djela al-Biruni je napisao i na arapskom i na perzijskom, kao na primjer Krono-
logiju drevnih naroda. Knjigu je napisao oko 1000. godine, a rijecˇ je o knjizi enciklopedij-
skog karaktera. U 21. poglavlju ove knjige, al-Biruni se bavi razlicˇitim pitanjima prosˇlosti
i sadasˇnjosti, kalendarom, matematicˇkim i astronomskim problemima, meteorologijom,
geologijom, itd.
Sljedec´e vazˇno djelo al-Birunija je Povijest Horezmije u koji je unio sve vazˇne i za-
nimljive dogadaje vazˇne za svoj rodni kraj. Kao i u Kronologiji drevnih naroda tako i u
Povijesti Horezmije al-Biruni isticˇe potrebu za ocˇuvanjem duhovnog naslijeda.
Godine 1017. al-Biruniju se otvorila prilika da posjeti i upozna Indiju, sˇto je on naravno
iskoristio. Tamo se uveo u indijski nacˇin misˇljenja, shvatio slozˇeno ustrojstvo kasta, a
on je Indijce poucˇavao grcˇkoj znanosti o kojoj su oni vrlo malo znali. Tako je nastalo
njegovo djelo Indija koje se sastojalo od 80 poglavlja gdje je, izmedu ostalog, prikazao
indijski sistem kasta, sˇto je prvi poznati prikaz izvan Indije. U knjizi se sistematski govori o
indijskoj astronomiji, o odredivanju velicˇine Zemlje, iznosi kritiku indijske trigonometrije,
o nepokretnim zvijezdama, o indijskoj astrologiji, itd.
Medu brojnim al-Birunijevim djelima, po slavi koju je kasnije stekla, isticˇe se Knjiga u
kojoj se objasˇnjava vjesˇtina astronomije. U tom djelu al-Biruni u obliku pitanja i odgovora
rjesˇava 530 razlicˇitih problema o geometriji, aritmetici, astronomiji, geografiji, prirodnoj
astrologiji, kronologiji, astrolabima i sudskoj astrologiji. U djelu o astronomiji al-Biruni
raspravlja o problemima rotacije Zemlje oko svoje osi, o nebeskim sferama, o Mjesecˇevim
mijenama, o ekscentricˇnoj hipotezi kretanja Sunca, o velicˇini Sunca, Mjeseca i planeta te
njihovoj udaljenosti od Zemlje.
Najvazˇnije al-Birunijevo matematicˇko djelo je Kanon Masudi koje je nastalo izmedu
1030. i 1036. godine. U 11 knjiga al-Biruni je izuzetno sistematicˇno izlozˇio svoja i preuzeta
saznanja iz matematike i astronomije svog vremena. Imena knjiga su redom:
• O svemiru;
• O vremenu;
• O krugu i sferi;
• O nebeskoj sferi;
• O Zemlji;
• O Suncu;
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• O Mjesecu;
• O medusobnim odnosima Zemlje, Sunca i Mjeseca;
• O zvijezdama;
• O planetima;
• O medusobnom polozˇaju zvijezda i planeta.
Posˇto se radi o kljucˇnom djelu jednog od najvec´ih matematicˇara svog vremena, navesti
c´emo ukratko sadrzˇaj svake knjige.
U prvoj knjizi pisˇe o izgledu svega postojec´eg u svijetu, principu Ptolomejevog sistema,
nebeskim krugovima te o danima, mjesecima i godinama kod raznih naroda.
Druga knjiga sadrzˇi tri osnovna kalendara (lunarni muslimanski, suncˇani grcˇki i suncˇani
perzijski), kronolosˇke tablice sa znacˇajnim dogadajima svjetske povijesti te bitne dane i
praznike zˇidova, krsˇc´ana i muslimana.
Trec´a knjiga je posvec´ena trigonometriji i govori o ”osnovnim” tetivama, izvedenicama
iz njih, trisekciji kuta, odnosu promjer i kruzˇnice, Menelajev teorem, itd. Knjiga sadrzˇi i
pravila za korisˇtenje tablice sinusa gdje se koristi pravilo linearne interpolacije koje se
mozˇe suvremenim oznakama izraziti ovako:
sin x ≈ sin x0 + (x − x0)sin(x0 + 15
′) − sin x0
15′
.
Uz to pravilo, al-Biruni je za svoje tablice koristio i kvadratnu interpolaciju.
U cˇetvrtoj knjizi izlozˇena je astronomska trigonometrija. Al-Biruni u knjizi pisˇe o kutu
nagiba ekliptike prema nebeskom ekvatoru, prelasku iz eklipticˇkog sistema koordinata na
nebeskoj sferi na ekvatorijalni sistem, odredivanju trajanja prosˇlog dana i noc´i, itd.
U petoj knjizi al-Biruni pisˇe o odredivanju udaljenosti medu mjestima s poznatim
sˇirinama i duzˇinama, odredivanju duzˇine i sˇirine mjesta prema udaljenosti medu njima i
dvama mjestima s poznatim sˇirinama i duzˇinama, paralelama Zemljine povrsˇine, tablice
sˇirina i duzˇina za 581 grad, itd.
Sˇesta knjiza govori o pretvaranju vremena jednog mjesta u vrijeme drugog, hipotezu
ekscentricˇnog kretanja Sunca, srednjem kretanju Sunca, teoriju vidljivog kretanja Sunca,
itd.
Sedma knjiga govori o kretanju Mjeseca u odnosu na geografsku duzˇinu, kretanju Mje-
seca u odnosu na geografsku sˇirinu te odredivanju Suncˇevog i Mjesecˇevog promjera i uda-
ljenosti Sunca od Zemlje.
U osmoj knjizi al-Biruni pisˇe o brzini Sunca i Mjeseca, pomracˇenju Sunca i Mjeseca,
Mjesecˇevim fazama te privremenim polozˇajima Mjeseca.
Deveta knjiga govori nepokretnim zvijezdama te sadrzˇi katalog 1029 nepokretnih zvi-
jezda s odredenim njihovim eklipticˇkim koordinatama i velicˇinama.
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Deseta knjiga sadrzˇi Ptolomejevu teoriju kretanja planeta prema geografskoj duzˇini,
kretanje planeta prema geografskoj sˇirini te govori o pojavljivanju i isˇcˇezavanju planeta,
njihovom sjedinjavanju i medusobnom sakrivanju.
Posljednja, jedanaesta knjiga, govori o nepravilnostima planeta, odredivanju vremena
za koje c´e planet dostic´i neko mjesto te konjunkciji planeta.
Al-Biruni u visˇe svojih djela pazˇnju posvec´uje trigonometriji, od samih definicija si-
nusa, tetiva i tangensa, itd. pa sve do izracˇunavanja njihovih vrijednosti. Gresˇke koje je
nalazio kod racˇunanja sinusa kod Ptolemeja i Abu‘l Wafe, al-Biruni je pokusˇavao izbjec´i.
Tablica sinusa kod al-Birunija je, kao i kod Abu‘l Wafe, poslozˇena na razlikama izmedu
lukova za 15′, a razlike izmedu lukova u tablicama tangensa medusobno se razlikuju za 1◦.
Al-Biruni je rabio pravila koja su ekvivalentna suvremenim formulama
a2 = b2 + c2 − 2bc · cosα,
b2 = a2 + c2 − 2ac · cos β,
c2 = a2 + b2 − 2ab · cos γ,
tj. poznavao je poucˇak o kosinusima.
Takoder, u svojim djelima al-Biruni se doticao i problema zasnivanja teorije brojeva.
Bavio se i problemom iracionalnosti gdje pisˇe da je odnos promjera i kruzˇnice iracionalan.
Najvazˇniji doprinosi al-Birunija u podrucˇju geografije su da je relativno tocˇno izracˇunao
duljinu ekvatora, izradio prvi globus i predstavio podlogu za racˇunanje udaljenosti izmedu
mjesta. Na podrucˇju fizike al-Biruni je poznat po izracˇunavanju specificˇne tezˇine dragog
kamena i metala.
Al-Biruni je umro 1048. godine u gradu Ghazni u danasˇnjem Afganistanu.
2.8 Omar Khayyam
Jedan od najutjecajnijih znansvenika islamskog svijeta u srednjem vijeku bio je Omar
Khayyam (Ghiyath al-Din Abu‘l-Fath Umar ibn Ibrahim al-Nisaburi al-Khayyami). Roden
je 18. svibnja 1048. godine u obitelji obrtnika u gradu Nishapuru koji se nalazi na sjeveru
danasˇnjeg Irana. Omar Khayyam se tijekom svog zˇivota bavio matematikom, astrono-
mijom, geografijom, filozofijom i poezijom. Uz Nishpur, zˇivio je i radio u Samarkandu,
Buhari, Isfahanu i drugim gradovima u srednjoj Aziji. Djelovao je u vrijeme velikih osva-
janja Seldzˇuka21, u cˇije vrijeme je polozˇaj znanstvenika bio vrlo tezˇak pa i Omar Khayyam
naglasˇava da je bio lisˇen moguc´nosti da se bavi svojim radom.
21Seldzˇuci, feudalna dinastija turskog podrijetla nazvana po njezinom osnivacˇu Seldzˇuku.
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Slika 2.11: Omar Khayyam (slika preuzeta s Wikipedije)
Prvo matematicˇko djelo Omara Khayyama Problemi aritmetike nije sacˇuvano, pa nam
je njezin sadrzˇaj danas nepoznat. Zahvaljujuc´i sponzorstvu jednog samarkandskog pokro-
vitelja, Omar Khayyam je uspio zavrsˇiti svoja znanstvena istrazˇivanja i napisati poznato
djelo O racˇunanju pomoc´u al-jabr i al-muqabale. Djelo se mozˇe podijeliti na pet dijelova:
• uvod;
• rjesˇavanje jednadzˇbi prvog i drugog stupnja;
• rjesˇavanje jednadzˇbi trec´eg stupnja;
• svodenje na prethodne oblike jednadzˇbi;
• dopuna.
U djelu su sadrzˇana sva algebarska znanja toga vremena pa se u njemu nalazi klasifikacija
jednadzˇbi te su izrazˇena rjesˇenja jednadzˇbi prvog, drugog i trec´eg stupnja. Omar Khayyam
u uvodu navodi da je algebra znanost o odredivanju nepoznatih velicˇina koje su u nekom
odnosu s poznatim velicˇinama. To je prva poznata definicija algebre. Jednadzˇbe su u djelu
zapisivane u opc´em obliku, tj. s neodredenim pozitivnim koeficijentima, te se opisuju u
govornom jeziku.
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Klasifikacija jednadzˇbi ovisi o njihovom stupnju i broju cˇlanova koji se nalaze s dvije
strane jednadzˇbe. Na kraju Omar Khayyam navodi 25 vrsta ”kanonskih” jednadzˇbi, od
toga ih je sˇest opisao al-Khwarizmi, pet vrsta se mozˇe svesti na tih sˇest, a preostalih 14
vrsta se dijele na oblike s dva, tri ili cˇetiri cˇlana. Kao i kod ranijih autora takva podjela
obuhvac´a samo jednadzˇbe cˇija su rjesˇenja pozitivna. Omar Khayyam je prvi uocˇio da neke
jednadzˇbe ne moraju imati jedinstveno rjesˇenje (zapravo, za jedan tip kvadratnih jednadzˇbi
to je uocˇio josˇ al-Khwarizmi). Nepoznanica kod Omara Khayyama mozˇe biti ili broj, ili
geometrijska velicˇina (odsjecˇak, povrsˇina ili obujam). Omar Khayyam govori o znacˇaju
brojcˇanog rjesˇenja, ali osnovom smatra geometrijsku konstrukciju nepoznatog rjesˇenja.
Omar Khayyam rjesˇava i neke oblike jednadzˇbi koje sadrzˇe velicˇine reciprocˇne nepoz-
nanici i njezinoj potenciji. Evo dvaju primjera zapisanih u suvremenoj simbolici.
Primjer 3. Rijesˇi jednadzˇbu
1
x2
=
1
2
· 1
x
. (2.2)
Omar Khayyam jednadzˇbu formulira: Dio kvadrata jednak je polovini dijela rjesˇenja.
Takoder, ukazuje da je to isto kao kad bismo rekli kvadrat je jednak polovini rjesˇenja,
tj. pri zamjeni
1
x
= y u jednadzˇbi (2.2) dobiva se ekvivalentna jednadzˇba
y2 =
1
2
y. (2.3)
Rjesˇenje od (2.3) je y =
1
2
, a onda je rjesˇenje od (2.2) x = 2.
Primjer 4. Rijesˇi jednadzˇbu
1
x2
+ 2 · 1
x
= 1
1
4
. (2.4)
Koristec´i istu supstituciju kao u prethodnom primjeru Omar Khayyam svodi jednadzˇbu
(2.4) na jednadzˇbu
y2 + 2y = 1
1
4
, (2.5)
cˇije je rjesˇenje y =
1
2
. Rjesˇenje od (2.4) onda je x = 2.
Omar Khayyam je dao i klasifikaciju kubnih jednadzˇbi na 14 tipova zajedno s geome-
trijskim rjesˇenjima pomoc´u sjecisˇta konika. Trudio se dati potpun opis algebarskog rjesˇenja
kubnih jednadzˇbi, ali bio je svjestan da je njegov rad nepotpun. Zanimljivo je da je prvi
uocˇio da kubne jednadzˇbe ne moraju imati jedinstveno rjesˇenje. Evo jednog primjera Omar
Khayyamovog rjesˇavanja kubne jednadzˇbe presjekom konika.
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Primjer 5. Realna rjesˇenja jednadzˇbe oblika x3+a2x = b3 Omar Khayyam dobiva nalazˇenjem
sjecisˇta parabole i kruzˇnice. Koristec´i jezik analiticˇke geometrije rekli bismo da je odredivao
sjecisˇte razlicˇito od (0,0) parabole x2 = ay i kruzˇnice
(
x − b
3
2a2
)2
+ y2 =
b6
4a4
. Aproksi-
mativnu numericˇku vrijednost rjesˇenja dobio je interpolacijom pomoc´u trigonometrijskih
tablica.
Omar Khayyam je 1074. godine postao dvorski astronom Malik-sˇaha22, koji je u svoj
tek podignuti opservatorij u Isfahanu pozvao astronome i opunomoc´io ih da naprave re-
formu postojec´eg kalendara. U ono vrijeme aktualna su bila dva kalendara: suncˇani i lu-
narni. Suncˇana godina sastojala se od 365 dana 5 sati 48 minuta i 46 sekundi, a lunarna od
354 dana 8 sati 48 minuta i 36 sekundi. Reformom je rukovodio Omar Khayyam, no ipak
ju nije uspio do kraja provesti. Ipak, postoji legenda prema kojoj u Omar Khayyanovom
kalendaru, koji je bio vrlo precizan, na svake 33 godine dolazi 8 prijestupnih godina, gdje
se tijekom 5000 godina nakupi gresˇka od samo jednog dana. Usporedbe radi, u Gregorijan-
skom kalendaru ista pogresˇka se dogodi svakih 3300 godina. Uz rukovodenje reformom,
Omar Khayyam je uspio sastaviti nove astronomske tablice. Svoj rad u opservatoriju Omar
Khayyam je nastavio sve do smrti sultana Malik-sˇaha 1092. godine.
Omar Khayyam se bavio i geometrijom. Svoj rad na djelu Komentari Euklidovih tesˇkih
postulata, Omar Khayyam je zavrsˇio 1077. godine. Djelo se sastoji od tri knjige. Prva
sadrzˇi originalnu teoriju paralelnih pravaca, a druga i trec´a knjiga govore o usavrsˇavanju
teorije omjera i proporcija. Svoju prvu knjigu Omar Khayyam pocˇinje kritikom dokaza
petog postulata kojeg je dao al-Haytham, jer se u njemu koristi gibanje. Omar Khayyam
je, kao i Euklid i Aristotel, smatrao da gibanje ne treba primjenjivati u geometriji. Danas
znamo da to nije tocˇno. Svoj ”dokaz” petog postulata Omar Khayyam temelji na sljedec´oj
tvrdnji: Ako se dva pravca priblizˇavaju jedan drugome, oni se moraju sjec´i. U posljed-
njoj propoziciji prve knjige ”dokazan” je peti postulat. Omar Khayyam je prilikom svog
”dokaza” promatrao cˇetverokut koje je danas poznat pod imenom Khayyam-Saccherijev
23
cˇetverokut. To je cˇetverokut s dva prava kuta koje tvore osnovica i dvije prilezˇec´e stranice,
te sadrzˇi tri medusobno sukladne stranice.
U drugoj knjizi je Omar Khayyam, slazˇuc´i se s Aristotelom, ovako definirao princip
neprekidnosti: Velicˇine se mogu dijeliti do beskonacˇnosti, tj. one se ne sastoje od nedje-
ljivih dijelova. Omar Khayyam sebi postavlja zadatak ujediniti teoriju omjera brojeva iz
VII. knjige Elemenata s opc´om teorijom omjera iz V. knjige. Uocˇivsˇi temelj Euklidovog
algoritma, odnosno nacˇin nalazˇenja iz priblizˇne vrijednosti omjera nesumjerljivih velicˇina,
uvodi novu definiciju proporcije, u kojoj se jednakost omjera svodi na rastavljanje razlo-
22Malik-sˇah, sultan Seldzˇutskog carstva od 1072. do 1092. godine.
23Giovanni Girolamo Saccheri, (1667. –1733.), talijanski filozof i matematicˇar.
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maka na verizˇne razlomke. Omar Khayyam dokazuje ekvivalentnost svoje teorije s Eukli-
dovom teorijom i utvrduje postojanje cˇetvrte proporcionalnosti dodane k trima danima.
Trec´u knjigu Komentara Euklidovih tesˇkih postulata posvetio je mnozˇenju omjera. Ov-
dje Omar Khayyam na novi nacˇin objasˇnjava vezu izmedu pojma omjera i broja. U cilju
povezivanja pojmova broja i omjera, Omar Khayyam zapravo promicˇe ideju poopc´avanja
pojma broja i prosˇiruje ju do realnog pozitivnog broja.
Zbog svoje tezˇnje prema sintezi geometrijske i aritmeticˇke teorije omjera i propor-
cija, poistovjecˇivanju pojma broja i omjera te proucˇavanju geometrije pomoc´u ucˇenja o
brojevima, Omar Khayyam je zapravo prethodio Descartesu kao utemeljitelju analiticˇke
geometrije.
Uz znanstveni rad, Omar Khayyam poznat je i po svojim stihovima koji su u svijetu
poznati pod imenom Rubaije (ili Cˇetverostisi). Njegovi stihovi puni su cˇezˇnje za rados-
nim i sretnim zˇivotom, pa iz toga vidimo kako je tesˇko prozˇivljavao ovisnost o bogatim
pokroviteljima.
Nakon sˇto je 1092. godine umro Malik-sˇah, Omar Khayyam je optuzˇen za bezbosˇtvo.
Ostao je bez plemic´ke podrsˇke te se siromasˇan i razocˇaran vratio u rodni Nishapur. Si-
romasˇtvo ga je pratilo do kraja zˇivota. Omar Khayyam umro je 17. prosinca 1131. godine.
Iako nije pisao puno kao al-Biruni, Omar Khayyam je ostavio djela trajne vrijednosti.
2.9 Al-Tusi
Sljedec´i vazˇan arapski matematicˇar je al-Tusi (Nasir ad-Din al-Tusi)24. Al-Tusi je roden
18. veljacˇe 1201. godine u gradu Tusi u pokrajni Khwarizmiji (danasˇnji sjeverni Iran).
Al-Tusi je bio poznati astronom, matematicˇar, arhitekt, biolog, kemicˇar, filozof, lijecˇnik,
fizicˇar, znanstvenik i teolog. U Tusi je postojao poznat kulturni i znanstveni centar, gdje su
radili izvanredni ucˇitelji. Poput mnogih suvremenika, i al-Tusi je stekao enciklopedijsko
znanje. Izmedu ostalog, posebno su ga zanimale filozofija i matematika, u koju je ulazila
astronomija. Vrlo mlad preselio je u Nishapur, gdje je pohadao studij filozofije, a nakon
toga je u Mosulu studirao matematiku i astronomiju.
Nakon sˇto je putovao po kalifatu od utvrde do utvrde, konacˇno se trajno nastanio u
tvrdavi Alamut gdje je obavljao poslove astrologa svojim pokroviteljima. Tijekom al-
Tusijevog zˇivota krenula su velika mongolska osvajanja. Mongolska vojska predvodena
zloglasnim Hulagu Khanom25 1253. godine osvaja tvrdavu Alamut. Hulagu Khan iz osvo-
jene tvrdave nije posˇtedio nikoga osim onih koji su mu mogli biti od koristi, prvenstveno
graditelje, matematicˇare i astrologe. Sve to dobio je u al-Tusiju, pa ga je posˇtedio.
24Ne smijemo ga pomijesˇati s perzijskim matematicˇarem Sharaf al-Din al-Tusijem, oko 1135. –1213.,
koji se bavio kubnim jednadzˇbama.
25Hulagu Khan (1218. –1265.), mongolski vladar koji je osvojio velik dio zapadne Azije.
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Slika 2.12: al-Tusi (slika preuzeta s Wikipedije)
U sijecˇnju 1258. godine Hulagu Khan je sa svojom vojskom stigao pod zidine Bag-
dada, a s njim je kao njegov osobni astrolog, diplomat i savjetnik bio al-Tusi. Iako je bilo
jasno da Bagdadu nema spasa, njegovi stanovnici su se pregovorima pokusˇavali diplomat-
ski izvuc´i. Pregovorima je u ime Hulagu Khana prisustvovao al-Tusi. Pregovori su propali
te je Bagdad danima gorio.
Nakon osvajanja Bagdada, Hulagu Khan je na preporuku al-Tusija osnovao svoju pri-
jestolnicu Maragu26. Grad je postao centar znanstvenog svijeta, a njegov opservatorij je
bio najbolji u to doba. Pod vodstvom al-Tusija u opservatoriju su radili najbolji astronomi
tog vremena. Al-Tusi i njegovi suradnici tamo su sastavili poznate Ilhanske astronomske
tablice koje sadrzˇavaju vrlo precizne tablice planetarnih kretanja. Knjiga sadrzˇi i astro-
nomske tablice za izracˇunavanje pozicije planeta te imena zvijezda. Za njegov model pla-
netarnog sustava vjeruje se da je najnapredniji u to doba, te se opsezˇno koristi do razvoja
heliocentricˇnog modela. Takoder, u Ilhanskim astronomskim tablicama, al-Tusi daje kro-
nologiju razlicˇitih kalendara: muslimanskog, grcˇko-sirijskog, zˇidovskog, perzijskog Omar
Khayyamovog i kineskog. U trigonometrijskom dijelu knjige daje tablice sinusa i kose-
kansa svakih 1′, te tablice tangensa od 0◦ do 45◦ svakih 1′, a od 45◦ do 89◦ 50′ svakih
10′.
Al-Tusi je najslavniji arapski matematicˇar u podrucˇju trigonometrije. Najvazˇnije al-
Tusijevo djelo je Traktat o punom cˇetverokutu gdje je izlozˇio trigonometiju kao samos-
talni dio matematike, a ne kao pomoc´no sredstvo astronomiji kao sˇto je bilo uobicˇajeno
26Maraga, grad na podrucˇju danasˇnjeg sjeverozapadnog Irana.
POGLAVLJE 2. ARAPSKI MATEMATICˇARI 38
u ono vrijeme. U djelu je potpuno izlozˇeno svo ranije znanje o trigonometriji, ali i nova
proucˇavanja samog al-Tusija. Djelo je nastalo u najplodnijem autorovom razdoblju, kada
je boravio u Maragi, a nastalo je vjerojatno 1260. godine za potrebe znanstvenika koji su
tamo s njim suradivali.
Traktat o punom cˇetverokutu sastoji se od devet knjiga. U trec´oj knjizi al-Tusi uvodi
pojmove sinusa i kosinusa luka, dokazuje leme i rjesˇava probleme dva luka polazec´i od
njihovog zbroja ili razlike i odnosa njihovih sinusa. Ova knjiga sadrzˇi i poucˇak o sinusima
za ravninske trokute
a
sinα
=
b
sin β
=
c
sin γ
,
kojeg je i dokazao i koja je al-Tusijev najpoznatiji matematicˇi rezultat. Cˇetvrta knjiga bavi
se Menelajevim teoremom o sfernom trokutu. Peta knjiga je posvec´ena sfernim trokutima,
a odmah na pocˇetku dana je detaljna klasifikacija deset osnovnih tipova sfernih trokuta
prema njihovim kutevima (sˇiljasti, pravi i tupi) i prema njigovim stranicama (mogu biti
manje, jednake ili vec´e od cˇetvrtine velikog kruga). U sljedec´im knjigama al-Tusi navodi
teoreme o sinusima i tangensima s dokazima koje su napisali njegovi prethodnici, a zatim
i svoje vlastite dokaze. Usput je uveo pojmove tangens, kotangens, sekans i kosekans. U
posljednjoj knjizi opisuje rjesˇavanje sfernih trokuta.
Al-Tusi je dao doprinos i u proucˇavanju problema paralela kojem je posvetio svoja tri
djela. Prvo je Diskusija koja rasprsˇuje sumnje koje se odnose na paralelne pravce koja je
nastala poslije 1251. godine. Druga dva djela su dva razlicˇita izdanja Izlaganja o Euklidu,
tj. komentari Euklidovih Elemenata, koje je dopunio i modificirao. Al-Tusi se u ovim
djelima oslanjao na teorije svojih prethodnika Omar Khayyama i al-Jawharija27, pa se prvo
posvetio kriticˇkoj analizi njihovih radova. Uocˇio je neke njihove pogresˇke, posebno kod
zamjene Euklidovog petog postulata slicˇnim tvrdnjama koje ga impliciraju. Novost koji
je al-Tusi donio je pokusˇaj da dokazˇe Euklidov peti postulat bez pozivanja na dodatnu
hipotezu. U svojim dokazima al-Tusi, kao i Omar Khayyam i mnogi drugi, cˇini pogresˇke,
ali ipak njihove ideje zauzimaju vazˇno mjesto u teoriji paralela i pretpovijesti neeuklidske
geometrije. Naravno, oni nisu ni bili svjesni da je je moguc´e stvoriti geometriju koja nije
euklidska, nego su se trudili dokazati peti Euklidov postulat tvrdnjama koje su smatrali
ocˇitima.
Svoj doprinos al-Tusi dao je i u aritmetici, a medu aritmeticˇkim djelima isticˇe se
Aritmeticˇki zbornik pomoc´u daske i prasˇine. Sastavljen je 1265. godine i sadrzˇi korisna
uputstva za prakticˇno racˇunanje. Takoder, u prvom poglavlju djela al-Tusi pisˇe o cijelim
brojevima, u drugom o obicˇnim razlomcima, a u trec´em o seksegezimalnim razlomcima.
Josˇ jedan vazˇan al-Tusijev doprinos matematici je da zahvaljujuc´i njegovom izdanju
Izlaganja o Euklidu koje je 1594. godine publicirano u Rimu, Europa saznala da su arapski
matematicˇari prosˇirili pojam broja do pozitivnog realnog broja.
27Al-Jawhari (800. –860.), arapski astronom i matematicˇar koji se bavio problemom paralela.
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Al-Tusi je napisao visˇe od 150 djela, od cˇega je 25 na perzijskom jeziku, a ostala su na
arapskom jeziku. Umro je 26. lipnja 1274. godine u sjevernom predgradu Bagdada.
2.10 Al-Kashi
Jedan od najboljih arapskih matematicˇara i astronoma bio je al-Kashi, punim imenom Giyat
ad-Din Jamshid Ibn Masud al-Kashi. Roden je oko 1380. godine u gradu Kashanu koji se
nalazi u danasˇnjem Iranu. Kako se tocˇno ne zna njegov datum rodenja, niti gdje se obra-
zovao ili tko su mu bili ucˇitelji, mozˇemo zakljucˇiti da je kao i mnogi u to vrijeme bio
siromasˇan. Al-Kashi je zˇivio u doba Timurovih28 osvajanja i Ulug Begove29 vladavine sa
sredisˇtem u Samarkandu. Za al-Kashija je, kao i za druge znanstvenike tog vremena, bilo
vazˇno da imaju svog pokrovitelja. Zbog toga je al-Kashi 1411. godine napisao djelo Kom-
pendij znanosti astronomije koje je posvetio tadasˇnjem pokrovitelju Shahruhu30. Kako je
Ulug Beg i sam bio znanstvenik, odlucˇio je Samarkand pretvoriti u veliki znanstveni i kul-
turni centar. Godine 1417. Ulug Beg osniva sveucˇilisˇte u Samarkandu te uz ostale najbolje
matematicˇare i astronome tog vremena, poziva i al-Kashija da predaje na sveucˇilisˇtu. U
Samarkandu je al-Kashi ostao do svoje smrti 22. lipnja 1429. godine te je tamo napisao sva
svoja najvazˇnija matematicˇka djela.
Al-Kashi, tada vodec´i matematicˇar i astronom, vodi gradnju opservatorija koja je pocˇela
1425. godine. Bio je to posljednji opservatorij s velikim ugledom i vazˇnosˇc´u. Kako su u op-
servatoriju djelovali najbolji astronomi tog vremena odlucˇili su napraviti nove astronomske
tablice. Tablice su posvec´ene Ulug Begu, ali njihov zavrsˇetak nije uspio docˇekati al-Kashi
koji je u meduvremenu umro.
Glavno al-Kashijevo djelo je cˇuveni Kljucˇ aritmetike, udzˇbenik za studente o osnovama
matematike za astronomiju , mjeriteljstvo, arhitekturu, racˇunovodstvo i trgovinu. Pisan je
suvremeno i pregledno, pravi vodicˇ za tadasˇnju matematiku primjeren za sˇiroku upotrebu.
Prema mnogima, to djelo zbog svog sadrzˇaja i elegancije izlaganja zauzima posebno mjesto
medu matematicˇkom literaturom srednjeg vijeka. Vec´i dio knjige sadrzˇi sazˇetak postojec´e
literature, ali al-Kashi svemu daje sasvim novi pogled. On je aritmetiku definirao kao
sredstvo za odredivanje numericˇkih vrijednosti nepoznanice pomoc´u poznatih velicˇina.
Kljucˇ aritmetike sastoji se od pet knjiga:
• O aritmetici cijelih brojeva;
• O aritmetici razlomaka;
• O metodi astromoskog racˇunanja;
28Timur (9. travanj 1336. – 18. veljacˇe 1405.), mongolski osvajacˇ i vladar.
29Ulug Beg (22. ozˇujak 1394. – 27. listopad 1449.), obnovitelj mongolskog carstva.
30Shahruh (20. kolovoza 1377. – 13. ozˇujak 1447.), Timurov sin i otac Ulug Bega.
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• O mjerenju figura;
• O odredivanju nepoznatih velicˇina pomoc´u al-jabra, pravila pogresˇnog mjesta i dru-
gih aritmeticˇkih pravila.
Vidljivo je dakle da se usprkos naslovu, al-Kashi u ovom djelu bavi i algebrom i ge-
ometrijom. Prva knjiga sadrzˇi sˇest glava: O prikazivanju brojeva i njihovo razvrstavanje,
O udvajanju, razdvajanju, slaganju i oduzimanju, O mnozˇenju, O dijeljenju, O odredivanju
baze potencije i O mjeri. Najvazˇnija glava ove knjige je sˇesta, gdje je detaljno izlozˇen
opc´i postupak za vadenje korijena cijelih brojeva. Al-Kashi navodi potpuni postupak i
detaljno objasˇnjava vadenje korijena, predstavljajuc´i operacije u tablici. Zatim daje pri-
mjere vadenja korijena brojeva zapisanih seksegezimalno, ne pretvarajuc´i ih prethodno u
decimalne. U knjizi se takoder nalazi i opis pravila za potenciranje binoma, a koeficijente
binoma al-Kashi naziva elementima eksponenata. Potom daje i jednu aditivnu formulu za
sukcesivno racˇunanje koeficijenata koja odgovara danasˇnjoj formuli:(
n
m
)
=
(
n − 1
m − 1
)
+
(
n − 1
m
)
.
Takoder, al Kashi s velikom tocˇnosˇc´u racˇuna duljinu brida pravilnih poliedara. Brojeve√
2,
√
6 i
1√
3
racˇuna s tocˇnosˇc´u do 60−5, sˇto u decimalnom brojevnom sustavu odgovara
1, 3 · 10−9. Potom daje i priblizˇne vrijednosti:
1
2
√
5
√
10(5 − √5) ≈ 1◦10′32′′33′′′13iv55v;
1
6
(
√
15 − √3) ≈ 0◦21′24′′33′′′34iv17v.
Druga knjiga Kljucˇa aritmetike sadrzˇi 12 glava i posvec´ena je aritmeticˇkim razlomcima.
U prvoj glavi al-Kashi uvodi, oslanjajuc´i se na seksegezimalni nacˇin, decimalne razlomke.
Al-Kashi je zˇelio za sve razlomke stvoriti sistem u kome se, kao u seksegezimalnom, sve
operacije izvode tocˇno kao sa cijelim brojevima, ali koji pocˇivaju na bazi deset. U trec´oj
i cˇetvrtoj knjizi se takoder brojni rezultati izracˇunavaju pomoc´u decimalnih razlomaka.
Al-Kashi veliku pazˇnju posvec´uje pretvaranju seksegezimalnih razlomaka u decimalne i
obrnuto. Kada se ne mozˇe svaki seksegezimalni broj izraziti pomoc´u konacˇnog decimal-
nog razlomka (obrnuto je uvijek moguc´e), al-Kashi zaokruzˇuje i daje priblizˇne vrijednosti.
Decimalne razlomke su koristili ranije u Kini te neki al-Kashijevi prethodnici, ali znamo
da je on prvi jasno objasnio teoriju razlomaka, koristec´i ih u svojem djelu i opisujuc´i od-
govarajuc´e operacije s njima. U Europu c´e ih tek 135 godina kasnije uvesti Stevin31.
31Simon Stevin, (1548. –1620.), nizozemski matematicˇar i fizicˇar
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U trec´oj knjizi Kljucˇa aritmetike al-Kashi govori o astronomskom racˇunanju, a knjiga
sadrzˇi sˇest glava: O zapisivanju seksegezimalnih razlomaka i cijelih brojeva u seksegezi-
malnom sistemu, O udvajanju, razdvajanju, slaganju i razlaganju, O mnozˇenju, O dije-
ljenju, O odredivanju baze potencije i O prevodenju seksegezimalnih brojeva u indijske i
obrnuto. Al-Kashi je formulirao pravila u najopc´enitijem obliku, tako da vrijede za bilo
koje cijele eksponente. Tako on zapisuje da je a0 = 1 i promatra negativne eksponente
razlikujic´i ih po strani s koje dolaze. Nakon toga al-Kashi daje uobicˇajene operacije s eks-
ponentima, gdje pokazuje nacˇin mnozˇenja potencija jednakih baza i jednakih eksponenata.
Mnozˇenje i dijeljenje cijelih seksegezimalnih razlomaka i brojeva al-Kashi izvodi jednako
kao sˇto ih izvodimo u nasˇem decimalnom sustavu.
U uvodu cˇetvrte knjige Kljucˇa aritmetike su dane definicije mjerenja te definicije tocˇke,
pravca, povrsˇine tijela, paralelnih pravaca prema Euklidu i druge. Knjiga se dijeli na de-
vet glava: O mjerenju trokuta, O mjerenju cˇetverokuta, O mjerenju mnogokuta, O mje-
renju kruga i njegovih dijelova, O mjerenju drugih ravnih figura, O mjerenju zaobljenih
povrsˇina, O mjerenju tijela, O odredivanju zapremine nekih tijela prema njihovoj tezˇini i
obrnuto i O mjerenju gradevina i konstrukcija. Al-Kashi u ovoj knjizi rjesˇava mnoge pro-
bleme jedino algebarski, a za ostale koristi trigonometrijske formule. Za povrsˇinu pravilnih
poligona s n-strana, za n = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 15, 16, pokazuje da je jednaka
n
4
ctg
180◦
n
.
Peta knjiga sastoji se od cˇetiri glave: O al-jabru i al-muqabali, O odredivanju nepozna-
nica na osnovi dvaju gresˇaka, O izlaganju nekih aritmeticˇkih pravila, na koja se je nuzˇno
oslanjati prilikom odredivanja nepoznanica i O primjerima. Posljednja glava sastoji se od
25 zadataka koji se svode na algebarske jednadzˇbe, sedam zadataka o odredivanju nasljed-
stva i sedam geometrijskih zadataka.
Medu najznacˇajnijim al-Kashijevim djelima je i Trakatat o kruzˇnici cˇija je susˇtina u
odredivanju broja pi. Racˇun je izuzetno znacˇajan i zanimljiv, ne samo zbog tocˇnosti koja je
postignuta i ide do 16 decimalnih mjesta, vec´ i zbog nacˇina na koji je ostvaren. Al-Kashi je
27 puta udvostrucˇio broj stranica sˇesterokuta i dosˇao do mnogokuta koji ima 3 · 228 kutova.
Svoj racˇun zavrsˇava dobivsˇi vrijednost 2pi ≈ 6, 2381853071795865, odnosno
pi ≈ 3, 1415926535897932.
Da bi astronomske tablice za Ulug Bega bile sˇto tocˇnije, al-Kashi je odredivao sinus
jednog stupnja. U djelu Traktat o odredivanju sinusa jednog stupnja prema geometrijskim
pravilima al-Kashi polazi od rjesˇavanja kubne jednadzˇbe
4x3 + g = 3x,
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gdje je x = sin 1◦, g = sin 3◦, metodom uzastopnih aproksimacija (visˇe detalja o metodi
mozˇe se nac´i primjerice u [1]). Ne ulazec´i u detaljnije rjesˇavanje samog problema, nave-
dimo samo vrijednost koju je dobio al-Kashi:
sin 1◦ = 0, 017452406437283571.
Takoder, al-Kashi je s velikom tocˇnosˇc´u izracˇunao trigonometrijske tablice s korakom od
1′, koje 250 godina nisu bile nadmasˇene. Kao zanimljivost spomenimo i da se i danas u
Francuskoj poucˇak o kosinusima naziva al-Kashijevim poucˇkom.
Napomenimo josˇ da se danasˇnja osnova za odredivanje iracionalnog broja oslanja na
ideju al-Kashija o mjerenju odsjecˇka i neogranicˇenom priblizˇavanju nepoznatom broju
pomoc´u beskonacˇnih dekadskih razlomaka.
Nakon smrti al-Kashija, srednjevjekovna arapska/islamska matematika visˇe nije dala
znacˇajnijih matematicˇara, te je izgubila na vazˇnosti nakon sˇto su njezina najslavnija vre-
mena prosˇla.
2.11 Ostali znacˇajni arapski matematicˇari
Za kraj, navedimo josˇ nekolicinu istaknutih arapskih matematicˇara srednjevjekovnog pe-
rioda (8. –15. st.). Spomenut c´emo al-Habasha, al-Jawharija, al-Mahanija, Abu Kamila i
Avicennu.
Jedan od suvremenika al-Khwarizmija je Ahmed ibn Abdallah al-Mervazi, nazvan i
al-Habash al-Hisab (Racˇunovoda). Roden je u Mervu, gradu u danasˇnjem Turkmenistanu
od kojeg su nakon mongolskih osvajanja 796. godine, ostale samo rusˇevine. Al-Habash je
bio astronom, geograf i matematicˇar.
Izmedu 825. i 835. godine al-Habash je napravio promatranja i sastavio tri astronomske
tablice. Takoder, radec´i u opservatoriju u Bagdadu procjenjuje niz geografskih i astronom-
skih vrijednosti.
Al-Habash je bio napoznatiji po tome sˇto se bavio pitanjem gnomona. Utvrdio je da se
omjeri duljine sˇtapa l i duljine sjene u mjenjaju ovisno o visini Sunca, koja se mjeri kutom
ϕ (uzima se da je l = 1).
Sastavio je tablicu vrijednosti sjene u za kutove ϕ = 1◦, 2◦, 3◦, ..., koja u danasˇnjim
oznakama glasi:
u = l · ctgϕ,
odnosno za l = 1
u = ctgϕ.
Tablica je omoguc´ila odredivanje visine Sunca uz pomoc´ duljine sjene. U slucˇaju horizon-
talnog gnomona okomitog na vertikalnu stijenu, takoder je sastavio tablicu kruzˇenja sjene,
tj. u′ = l tgϕ, u′ = tgϕ.
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Slika 2.13: Al-Habashova skica gnomona
Iz toga vidimo da pojmovi tangens i kotangens, kao i prve njihove trigonometrijske
tablice, nisu nastale iz promatranja trigonometrijske kruzˇnice, nego iz ucˇenja o suncˇanim
satovima. Al-Habashu se pripisuje i prva upotreba sekansa.
Za al-Habasha se zna da je umro u gradu Samarri koji se nalazi u danasˇnjem Iraku.
Godina smrti nije poznata, ali pretpostavlja se da je umro nakon 869. godine.
Medu arapskim matematicˇarima svakako je potrebno spomenuti i al-Jawharija, punim
imenom Al-Abbas ibn Said al-Jawhari. Roden je oko 800. godine u Bagdadu, a umro je
oko 860. godine takoder u Bagdadu. O zˇivotu al-Jawharija, koji je bio najpoznatiji po svom
radu na podrucˇju geometrije, vrlo malo se zna osim da je bio zaposlen u sluzˇbi al-Mamuna
u Bagdadu.
Al-Jawhari je najpoznatiji po svom pokusˇaju dokaza Euklidovog petog postulata. Dio
svoga rada Usavrsˇavanje knjige Elemenata (poznatije pod nazivom Komentari Euklidovih
Elemenata), posvetio je dokazivanju petog postulata. Taj rad nam je poznat samo po di-
jelovima navedenim u djelu al-Tusija Diskusija koja rasprsˇuje sumnje koje se odnose na
paralelne linije.
Al-Jawharijev dokaz se temelji na sljedec´oj, samoj po sebi, jasnoj tvrdnji: Ako pravac
c sijec´e dva pravca a, b tako da su im unakrsni kutovi jednaki, tada to svojstvo ima svaki
pravac koji sijec´e pravce a i b; pravci a i b su pritom uvijek jednako udaljeni jedan od
drugoga.
Tvrdnja koju je al-Jawhari koristio, a ekvivalentna je petom postulatu, jest da je geome-
trijsko mjesto tocˇaka (koje su jednako udaljene od pravaca i nalaze se s njegove iste strane)
takoder pravac. Pritom je al-Jawhari dokazao poucˇak kojim se tvrdi da se kroz svaku tocˇku
unutar kuta mozˇe provuc´i pravac koji presjeca oba njegova kraka, a taj poucˇak je takoder
ekvivalentan petom postulatu. Taj poucˇak je krajem 18. stoljec´a koristio francuski mate-
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maticˇar Legendre32 za jedan od svojih dokaza petog postulata.
Sljedec´i vazˇan arapski matematicˇar je al-Mahani, punim imenom Abu Abd Allah Mu-
hammad ibn Isa al-Mahani. Roden je oko 820. godine u gradu Mahanu u danasˇnjem Iranu,
a umro je oko 880. godine u Bagdadu. O zˇivotu ovog perzijskog matematicˇara i astronoma
imamo vrlo malo informacija, a vec´i dio njegovih djela je izgubljen. Iz djela kasnijih autora
koja citiraju al-Mahanija znamo da je pisao o astronomiji, geometriji i aritmetici.
O al-Mahanijevom doprinosu astronomiji saznajemo iz djela ibn Yunusa33, Al-Zij al-
Kabir al-Hakimi. U tom djelu ibn Yunus pisˇe o al-Mahanijevim opazˇanjima o pomrcˇinama
Mjeseca i Sunca. Takoder, iz ibn Yunusovog djela se mozˇe zakljucˇiti da je al-Mahani ta
opazˇanja napravio izmedu 853. i 866. godine.
Al-Mahani je pisao komentare Euklidovih i Arhimedovih djela, pa je pokusˇao rjesˇiti
problem kojeg je ranije neuspjesˇno pokusˇavao rijesˇiti Arhimed. Rjesˇavajuc´i Arhimedov
problem dijeljenja kugle presijecanjem ravninom u zadanom omjeru, al-Mahani je dosˇao
do kubne jednadzˇbe oblika
x3 + c2b = cx2,
koja se njemu u cˇast naziva al-Mahanijevom jednadzˇbom.
Njegova ideja o svodenju geometrijskih problema, kao sˇto je problem duplikacije kocke,
na algebarske probleme bio je vrlo vazˇan korak naprijed u matematici tog doba.
Sljedec´i vazˇan arapski matematicˇar je Abu Kamil, punim imenom Abu Kamil Shuja
ibn Aslam ibn Muhammad ibn Shuja. Najvjerojatnije je bio iz Egipta, roden je oko 850. go-
dine, a umro je oko 930. godine. Abu Kamil je dao vazˇan doprinos algebri i geometriji, a o
njegovom zˇivotu se zna samo da je bio nasljednik al-Khwarizmija, kojeg nikad nije osobno
upoznao.
Abu Kamil je bio prvi arapski matematicˇar koji je znao rijesˇavati algebarske jednadzˇbe
s potencijama sve do 8, ali te potencije naravno nisu zapisane simbolima. Takoder, poznaje
i identitet koji danas zapisujemo xmxn = xm+n.
Abu Kamilova Algebra je prosˇirenje al-Khwarizmijeve Algebre, a u njoj Abu Kamil za
rjesˇenja kvadratnih jednadzˇbi dobiva cijele brojeve, razlomke, ali i iracionalne brojeve po
cˇemu je bio prvi. Takoder, iracionalne brojeve koristi i za koeficijente kvadratne jednadzˇbe.
Evo jednog Abu Kamilovog zadatka iz Algebre.
Zadatak 2. Prikazˇite broj 10 kao zbroj dvaju brojeva, tako da je zbroj omjera tih brojeva
jednak
√
5.
32Adrien-Marie Legendre, (1752. –1833.), francuski matematicˇar.
33Ibn Yunus (950. – 1009.), egipatski musliman, astronom i matematicˇar.
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Rjesˇenje. Sastavljamo kvadratnu jednadzˇbu:
x
10 − x +
10 − x
x
=
√
5,
iz cˇega sredivanjem jednadzˇbe dobivamo
x2(2 +
√
5) + 100 = x(20 +
√
500).
Slijedi mnozˇenje s
√
5 − 2, nakon cˇega se dobiva da je
x2 +
√
50000 − 200 = 10x,
odnosno
x = 5 −
√
225 − √50000.
Abu Kamil je prikazao i drugo, jednostavnije rjesˇenje, pomoc´u zamjene
10 − x
x
= y.
Abu Kamil je bio jedan od prvih matematicˇara koji je prepoznao al-Khwarizmijev do-
prinos u algebri te ga je opisao kao izumitelja algebre. Takoder, radovi Abu Kamila su
utjecali na druge matematicˇare, kao sˇto je Fibonacci, cˇime je Abu Kamil imao trajan utje-
caj na razvoj algebre u Europi.
Abu Kamil se u jednom svom radu bavi prakticˇnom geometrijom i daje aproksimaciju
pi =
22
7
. Za peterokut i deseterokut pravila koja Abu Kamil daje u potpunosti su dokazana u
njegovoj Algebri. U Algebri primjenjuje algebru na geometrijske probleme koristec´i kom-
binaciju grcˇkog, prakticˇnog al-Khwarizmijevog i babilonskog pristupa. Zanimljivo je da
je Abu Kamil prvi arapski matematicˇar koji je znao rijesˇavati diofantske jednadzˇbe, a da
Diofantova Arithmetica josˇ nije bila poznata arapskom svijetu.
Abu Ali al-Husayn ibn Abd Allah ibn al-Hassan ibn Ali ibn Sina, poznat pod latiniz-
mom Avicenna, roden je 973. godine u gradu Buhari u danasˇnjem Uzbekistanu. Avicenna,
jedan od najutjecajnijih srednjevijekovnih arapskih znanstvenika, studirao je filozofiju, me-
dicinu, matematiku, teologiju, fiziku i logiku u Isfahanu. Nakon sˇkolovanja je preselio u
Teheran gdje je postao dvorski lijecˇnik.
Promjena politicˇke situacije natjerala ga je na bijeg u Hamadan (grad u sredisˇtu danasˇ-
njeg Irana) gdje je 1023. godine napisao svoje najvazˇnije djelo Knjigu lijecˇenja. Knjiga
sadrzˇi cijelo grcˇko-rimsko i arapsko medicinsko znanje, a sastoji se od cˇetiri dijela. Jedan
dio je posvec´en matematici koju dijeli na geometriju, astronomiju, aritmetiku i glazbu.
Geometrijski dio Avicenna temelji na Euklidovim Elementima te se u njemu bavi prav-
cima, kutevima, ravninama, paralelama, trokutima, konstrukcijama ravnalom i sˇestarom,
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Slika 2.14: Avicenna (slika preuzeta s Wikipedije)
povrsˇinama paralelograma i trokuta, pravilnim poligonima, svojstvima i povrsˇinama kru-
gova, volumenima poliedara i kugle. U aritmeticˇkom dijelu bavi se, medu ostalim, proble-
mima djeljivosti.
U astronomiji je Avicenna bio prethodnik nekih danasˇnjih pretpostavki za stvaranje
svemira. Pripisuje mu se oko 100 radova, ali mnogi od njih imaju samo nekoliko stranica.
Avicenna je umro 1037. godine u Hamedanu.
Ibn Yahya al-Maghribi Al-Samawal (oko 1130. –1180.) roden je u Bagdadu kao sin
zˇidovskih roditelja. Ispocˇetka se zanimao za medicinu te je postao lijecˇnik, ali se s 18 go-
dina zainteresirao i za matematiku, koju je sam naucˇio jer u Bagdadu tog doba visˇe nije bilo
kvalitetnih ucˇitelja matematike. Vec´ s 19 godina napisao je svoje najpoznatije djelo o alge-
bri. Ono je posebno znacˇajno jer se radi o prvom arapskom djelu koje sustavno obraduje
negativne brojeve.
Al-Ishbili Abu Muhammad Jabir ibn Aflah, cˇesto poznat pod latinizmom Geber roden
je oko 1100. godine u Sevilli, a umro je oko 1160. godine. Iako nije bio medu najvazˇnijim
arapskim matematicˇarima, vrlo je vazˇan jer su mu mnoga djela prevedena na latinski je-
zik, te tako postala poznata europskim matematicˇarima (za razliku od mnogih znacˇajnijih
arapskih matematicˇara). O njegovom zˇivotu imamo vrlo malo informacija. Jedino sˇto je
poznato da je dolazio iz Seville sˇto govori dio njegovog imena ”al-Ishbili”, sˇto znacˇi ”iz
Seville”.
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Najvazˇnija Geberova djela su o sfernoj trigonometriji. Poznate su njegove kritike Pto-
lemejevom Almagestu koje je iznio u svojem najpoznatijem djelu Ispravak Almagesta. Po-
sebno je kritizirao matematicˇke osnove rada, na primjer, korisˇtenje Menelajevog teorema.
Mnoge od teorema iz Ispravka Almagesta otkrili su arapski matematicˇari, poput Abu‘l
Wafe, josˇ tijekom 10. stoljec´a. Geber na nijednom mjestu ne citira nikoga od ranijih arap-
skih matematicˇara, pa je autenticˇnost njegovih otkric´a diskutabilna.
Utjecaj Gebera na europske matematicˇare je bio vrlo velik, a znamo da je posebno jako
utjecao na Regiomontanusa34. On je u svojoj cˇetvrtoj knjizi djela De triangulis prepisao
dijelove Gerberovog rada bez da ga je naveo kao autora. Zbog toga je Cardano35 zˇestoko
kritizirao Regiomontanusa.
34Johann Muller Regiomontanus (1436. – 1476.), njemacˇki matematicˇar, astronom, astrolog i prevoditelj.
35Girolamo Cardano (1501. – 1576.), talijanski matematicˇar, fizicˇar, lijecˇnik, filozof i astrolog.
Poglavlje 3
Usporedba arapskih matematicˇkih
doprinosa i sˇkolskih programa
matematike
Nastavnici matematike cˇesto se pitaju koja je uloga povijesti matematike u nastavi matema-
tike te kako se mozˇe integrirati u nastavni plan i program matematike. Zapravo, nastavnike
zanimaju opc´a pitanja koja se odnose na prednosti, primjedbe, potesˇkoc´e i nacˇine integri-
ranja povijest matematike u ucˇionice. Mnogi vjeruju da integracija povijesti matematike u
nastavu mozˇe mnogo doprinijeti poboljsˇanju poucˇavanja i ucˇenja matematike te razvijanju
posˇtovanja prema matematici. S jedne strane, jasno je da povijest matematike mozˇe mo-
tivirati ucˇenike na ucˇenje i pomazˇe im da bolje razumiju matematiku, ali s druge strane,
duboko proucˇavanje povijesti matematike zahtijeva prilicˇno jako znanje matematike i po-
vijesti.
Proucˇavanje primjene povijesti matematike u nastavi, ukljucˇujuc´i biografija matematicˇara
te povijesnih pregleda odredenih matematicˇkih tema, je josˇ uvijek u pocˇetnoj fazi. Samim
time, nastavnici imaju vrlo malo znanja o integriranju povijesti matematike u svoju nas-
tavu. Nedostatak znanja o povijesti matematike i njezinoj integraciji u nastavi nije jedini
razlog za stanje u ucˇionicama diljem svijeta. Uvjerenja nastavnika o prirodi matematike te
o nastavi i ucˇenju mogu duboko utjecati na njihovu spremnost da se integriraju povijest ma-
tematike u svoju nastavu. Doista, ako se, kako to mnogi cˇine, vidi matematiku kao fiksan i
gotov opseg znanja, a poducˇavanje matematike smatra prijenosom znanja s nastavnika na
ucˇenike, onda tesˇko postoji prostor za povijest matematike u procesu ucˇenja i poucˇavanja.
Medutim, znamo da je povijest matematike puna zanimljivih pricˇa i anegdota, pa bi
nam njezina integracija u nastavi mogla posluzˇiti za hvatanje pozornosti i razvijanje zna-
tizˇelje o matematici. Proucˇavanje povijesti matematike i njena sama integracija u nastavi
mozˇe mijenjati i nastavnikova vlastita uvjerenja o matematici te mu omoguc´iti bolje razu-
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mijevanje matematicˇkih pojmova. Povijest matematike u nastavi mozˇe pomoc´i ucˇenicima
vidjeti kako su matematicˇke ideje bile razvijane u prosˇlosti i njeno ukljucˇivanje u nastavu
pomazˇe ispravljanju upravo navedenog krivog stava o matematici kao zatvorenom skupu
znanja koji se ne razvija. Takoder, povijest matematike pruzˇa ucˇenicima brojne moguc´nosti
za istrazˇivanje drevnih kultura i drusˇtva i tako povezivanje s drugim nastavnim predmetom,
povijesti.
Unatocˇ svim prednostima, integracija povijesti matematike u nastavu mozˇe dovesti do
nekih argumenata protiv takvog ucˇenja kod nastavnike i kod ucˇenika. Medu takvim argu-
mentima su: povijest matematike mozˇe zbuniti ucˇenike, a ne pomoc´i im da bolje razumiju
temu; za integraciju povijesti matematike u nastavu potrebno je puno vremena; velikoj
vec´ini nastavnika nedostaje znanje i strucˇnost u povijesti matematike; itd.
Mozˇemo zakljucˇiti da je povijest matematike u nastavi matematike vazˇno pazˇljivo i
razumno dozirati, da bi tako povijest matematike postala sredstvo za ucˇinkovitije ucˇenje
i poucˇavanje. Jasno je da integriranje povijesti matematike u nastavu nec´e rezultirati
cˇudesnim promjenama ucˇenika u motivaciji za ucˇenje, ali daje novi pogled na matema-
tiku kao dio ljudskog djelovanja (preuzeto iz [14]).
Kako smo vidjeli u prethodnom dijelu rada, mnogi standardni nastavni sadrzˇaji ma-
tematike osnovne i srednje sˇkole bili su poznati matematicˇarima srednjevjekovnog islam-
skog, odnosno arapskog svijeta (jer su ih preuzeli od Grka ili Indijaca te doradili, primje-
rice geometrijske konstrukcije ili teoriju omjera), za neke se u njih pojavljuju prve naznake
(primjerice, al-Karaji je prethodnik metode matematicˇke indukcije), a neke su bitno ra-
zvili ili cˇak prvi uveli (tu posebno treba istaknuti algebru i trigonometriju kao zasebne
matematicˇke discipline). Sˇtovisˇe, u mnogocˇemu je arapski pristup matematici slicˇniji su-
vremenom nego starogrcˇki. Stoga arapska matematika posebno dobro mozˇe posluzˇiti u
gore navedene svrhe.
U sˇkolskoj matematici odmah u prvom razredu susrec´emo se s jednim od najvazˇnijih
arapskih doprinosa, arapskim brojkama. Ucˇenici prvo uocˇavaju potrebu za prebrojavanjem
i njegovim efikasnim zapisivanjem na nizu aktivnosti. Zatim tijekom nizˇih razreda osnovne
sˇkole ucˇenici usvajaju dekadski brojevni sustav i operacije u njemu, koje su dodusˇe indij-
skog porijekla, ali su do nas stigle posredstvom arapskih matematicˇara i do suvremenog
doba se nebitno mijenjale. Ovdje ucˇenicima zasigurno mozˇe biti zanimljivo upoznati se i
s ranijim oblicima arapskih brojki, kao i saznati da dekadski pozicijski sustav nije ”oduvi-
jek” u uporabi. Tu ih se mozˇe usporedbom s primitivnijim sustavima i racˇunom u istima
(primjerice, s rimskim ili staroegipatskim brojkama) potaknuti da otkriju vrijednost ovog
indijsko-arapskog doprinosa.
Nekolicinu arapskih doprinosa aritmetici susrec´emo kroz osnovnu sˇkolu. U petom raz-
redu ucˇenici ucˇe odredivanje najmanjeg zajednicˇkog visˇekratnika dvaju prirodnih brojeva,
sˇto je koristio i Abu‘l Wafa u svojim djelima. Takoder, kako smo vidjeli razlomcima su
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se bavili mnogi arapski matematicˇari. Gradivo razlomaka u nas se ucˇi u petom i sˇestom
razredu. Tu je zgodno osvrnuti se na, za danasˇnji pristup, neobicˇnu Abu’l Wafinu klasifika-
ciju razlomaka, njene prednosti i mane. Zgodno je saznati i da je razlomacˇka crta arapskog
porijekla; nije poznato tko ju je osmislio, ali se smatra da potjecˇe iz 12. stoljec´a. U Europu
ju je uveo Fibonacci u 13. stoljec´u. Naravno, najvec´i arapski doprinos razlomcima je al-
Kashijevo uvodenje decimalnih razlomaka. Usporedujuc´i s ranijim alternativama lako c´e
biti uocˇiti koliko je to velik napredak bio za znanost.
U sˇestom razredu obraduju se cijeli brojevi i operacije s njima. Vidjeli smo da su
se negativni brojevi, iako indijskog porijekla, u arapskom svijetu samo sporo ”probijali”.
Problemi s negativnim brojevima koje su imali arapski (i mnogi drugi) matematicˇari, pri-
mjerice nemoguc´nost njihove fizicˇke interpretacije kao iznose mjere velicˇine, olaksˇat c´e
nastavniku shvac´anje potesˇkoc´a koje ucˇenici imaju s tim konceptom, a mogu mu dati i
ideje kako ih nadvladati. Abu’l Wafina pravila za racˇun s negativnim brojevima i njihova
interpretacija kao duga zasigurno su jedan od standardnih nacˇina za objasˇnjenje tih poj-
mova.
Vec´ u najstarijim sacˇuvanim matematicˇkim tekstovima (egipatskim papirusima, sumer-
sko-babilonskim glinenim plocˇicama) susrec´u se linearne i kvadratne jednadzˇbe. One su
u Grka poprimile geometrijski oblik, a tek arapski matematicˇari objedinili su prakticˇne
istocˇne i geometrijske grcˇke pristupe i stvorili algebru. Sˇtovisˇe, rekli smo da je rijecˇ alge-
bra arapskog porijekla, izvedena iz naslova al-Khwarizmijevog djela. U nas se ucˇenici s
algebrom prvi put susrec´u u sˇestom razredu, gdje upoznaju linearne jednadzˇbe, vrlo brzo u
modernom simbolicˇkom obliku. Koristec´i primjere iz arapskog doba, koji su, podsjec´amo,
bili opisivani iskljucˇivo rijecˇima, lako se unaprijedi razumijevanje koncepta nepoznanice,
ali i usporedbom s modernom simbolikom otkriju njezine prednosti te omoguc´i bolje pove-
zivanje apstraktnog simbola i stvarnog smisla nepoznanice. Dodatno, kako su mnogi arap-
ski (i drugi stari) problemi koji se svode na linearne jednazˇbe prakticˇnog tipa, korisˇtenjem
istih se razvija uporaba matematike u kontekstu, a uocˇavajuc´i povijesne specificˇnosti (pri-
mjerice, zastarjele jedinice mjere) postizˇemo i korelaciju s drugim nastavnim predmetom,
povijesti. Analogni komentari vrijede za kvadratne jednadzˇbe, koje se u nas obraduju u
drugom razredu srednje sˇkole. Za njih je dodatno uocˇljivo kako al-Khwarizmijevo ge-
ometrijsko svodenje na potpun kvadrat ilustira danasˇnji formalni postupak, kako se nje-
gove naizgled razlicˇite metode za rjesˇavanje razlicˇitih tipova kvadratnih jednadzˇbi uz upo-
rabu negativnih brojeva svode na jedinstvenu, danas iskazanu poznatom formulom, te kako
Khayyamovo rjesˇavanje kvadratnih i kubnih jednadzˇbi povezuje te teme s krivuljama dru-
gog reda, koje su gradivo trec´eg razreda srednje sˇkole.
U prvom razredu srednje sˇkole ucˇenici se susrec´u s mnozˇenjem potencija jednakih
baza, koje nalazimo primjerice kod Abu Kamila, a rad s algebarskim izrazima opisan je
primjerice kod al-Khwarizimja, dok monome definira al-Karaji.
Povezano s nastavnim programima za peti razred je i razlikovanje vrsta trokuta, a to
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je pak tema kojom se bavio al-Khwarizmi. Iako je njegov pristup povezan s Pitagorinim
poucˇkom, koji se ucˇi kasnije, zgodno je usporediti zakljucˇke dobivene mjerenjem kutova
i racˇun povrsˇina kvadrata nad stranicama, te tako naslutiti Pitagorin poucˇak i bez njegova
formalnog uvodenja. Naravno, ovaj je pristup josˇ prikladniji kad se u osmom razredu
stvarno obraduje Pitagorin poucˇak. Zgodno je spomenuti da je to upravo jedan nacˇin za
primjenu suvremene metode otkrivanja u nastavi matematike (visˇe detalja mozˇe se nac´i u
[13]). Spomenemo i da se kao dokaz Pitagorinog poucˇka mozˇe umjesto nekog drugog pri-
mjerice navesti opisani Thabitov. Takoder, u sˇestom razredu zgodno je usporediti danasˇnju
i al-Khwarizmijevu klasifikaciju cˇetverokuta.
Naposljetku, s disciplinom koja je postala potpuno matematicˇka upravo zaslugom arap-
skih matematicˇara, trigonometrijom, ucˇenici se susrec´u u drugom i trec´em razredu srednje
sˇkole. Pratec´i razvoj i koristec´i arapske primjere ne samo da se nastava te teme mozˇe
dopuniti, vec´ i bolje objasniti razloge uvodenja i korist trigonometrije.
Iz svega navedenog mozˇemo zakljucˇiti da se otkric´a arapskih matematicˇara i mate-
matika kojom su se sluzˇili, kao i problemi kojima su se bavili, susrec´u tijekom cijelog
sˇkolskog obrazovanja te se primjeri iz arapskog dijela povijesti matematike mogu iznimno
dobro upotrijebiti u svrhe koje smo naveli na pocˇetku ovog poglavlja.
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Sazˇetak
U radu se susrec´emo s arapskom matematikom, tocˇnije: matematikom srednjevjekovnog
islamskog svijeta, i njezinim doprinosima koji su nam vidljivi sve do danas. Svoj uspon
arapska matematika zapocˇinje nakon osnivanja cˇuvene Kuc´e mudrosti u Bagdadu.
Prvo poglavlje rada nam daje pregled kako su Arapi preuzeli indijske brojke. U 13. sto-
ljec´u je Fibonacci svojim djelom Liber Abbaci te brojke predstavio Europi te su one na-
zvane arapskim, iako su sami Arapi isticali da je rijecˇ o indijskom otkric´u. U drugom
poglavlju rada za svakog od velikih arapskih matematicˇara poput al-Khwarizmija, Abu‘l
Wafe, Omar Khayyama, al-Tusija, al-Kashija i drugih navodimo njihove biografske po-
datke. Nadalje, za svakoga od njih navodimo njihova otkric´a i doprinose u matematici te
drugim znanstvenim disciplinama. Posljednje poglavlje rada sadrzˇi usporedbu navedenih
arapskih matematicˇkih doprinosa s osnovnosˇkolskim i srednjosˇkolskim programima mate-
matike uz komentare o integraciji povijesti matematike u nastavu matematike.
Summary
In this diploma thesis we decribe arabic mathematics, more precisely: mathematics of the
medieval islamic world, and its contributions that are visible even today. Its rise begins
with the founding of the House of Wisdom in Baghdad.
The first chapter describes how Arabs adopted Indian numerals. In the 13th century
Fibonacci introduced them to Europe in his work Liber Abbaci and later the numerals
were given the name Arabic, even if Arabs themselves emphasized their Indian origin.
In the second chapter we present biographies of all major Arabic mathematicians, lik al-
Khwarizmi, Abu’l Wafa, Omar Khayyam, al-Tusi, al-Kashi etc. For all of the we also
describe their achievements and contributions to mathematics and other fields of science.
Finally, we compare the Arabic mathematical achievements with contemporary primary
and secondary educational programs in mathematics, including comments of integration
of history of mathematics in the mathematics classroom.
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